UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

. RAZRED

Zadatak 1.
Ako za realne brojeve x,y vrijedi

X>+xy+y’ =4
X' +x?y?+y* =8

dokazi da je x° + x’y® + y°® prirodan broj i odredi ga.

RJESENJE

Za dokaz da je zadani izraz prirodan broj dovoljno ga je izracunati. Prvi korak je iz
danih jednakosti odrediti vrijednost izraza x> +y® i xy. To je moguée na viSe (sli¢nih)
nacina. Npr. iz
8=x"+x’y*+y* (¥
= (2 + X2 —(xy)?
:(x2 + Xy + yZsz — Xy + yz),
4

—4C—xy+y?) = XPoxy+yP=2

Zbrajanjem, a zatim oduzimanjem dobijemo:

x> +xy+y’ =4 . X*+xy+y’ =4
X*—xy+y>=2 X>—xy+y>=2
x> +y>=3 xy =1 (**)

Koristeéi formulu za zbroj kubova zadani izraz x° +x’y®+y® moZemo napisati u
obliku

x® 4 X%y 4y :(x2+y2Xx4—x2y2+y4)+x3y3
= (x2+ y? (x4 + x2y? + y*)-2x2y? ]+ x°y?

Uvrstavanjem (¥) i (**), dobijemo x° +x’y® +y® =19,

g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

. RAZRED
Zadatak 2. U kojem trenutku izmedu 13:00 i 14:00 sati mala (satna) i velika (minutna)
kazaljka sata zatvaraju ispruZeni kut (180°). (Zadatak se priznaje jedino uz
detaljno objasSnjenje rjeSenja.)
RJESENJE

Neka se to dogodi x minuta nakon 13:00. Velika (minutna) kazaljka za jednu minutu

prede 6_10 punog kruga, tj. 6°. Mala (satna) kazaljka za jedan sat prede 30°, pa za jednu

minutu prede 0.5°.
Xl

Nakon x minuta velika kazaljka prede 6Xx°
i 1
stupnjeva, a mala Ex". Kazaljke ¢e zatvarati

ispruZeni kut (180°) ako je predeni kut velike
kazaljke za 210° veéi od predenog kuta male

kazaljke (mala kazaljka krece s ,,1%, a velika

od ,,12¢).
- - 1 .
Znacdi, vrijedi 6x =210+ 5 X, .
420 2 . .. N s g2 -
X = 1 = 38ﬁ . Kazaljke ¢e zatvarati ispruzeni kut u 13 sati i 38ﬁ minuta.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

. RAZRED

Zadatak 3. Nad stranicama kvadrata duljine 1, prema van su konstruirani
jednakokracni trapezi, tako da su vrhovi svih trapeza ujedno vrhovi
pravilnog dvanaesterokuta. Koliki je opseg tog dvanaesterokuta?

RJESENJE

§ Unutarnji kut pravilnog
Z -~ dvanaesterokuta je 150°, te vrijedi
1 (slika):

2a0+90° =150° = a=30°.

Pogledajmo sada ,,izdvojeni jednakokracni trapez.

|
|
_

A G B
|AF| =|FE| = |EB| =, |AB| =1,
2AGl+x=1 = |AG|=1_TX.
AAGF je ,,pola“ jednakostrani¢nog trokuta stranice duljine X, pa visina |AG| =
1-x _ x3 1 J3-1
— = = X = =
2 2 1+43 2

Prema tome, opseg dvanaesterokuta je O =12x = 6(\/5 —1).
g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

. RAZRED

Zadatak 4. Odredi sve troznamenkaste brojeve x_yz (X, Y,z su dekadske znamenke)
koji su jednaki izrazu
X+Y+Z+Xy+YZ+2ZX+XyZ.

RJESENJE

Treba odrediti znamenke X, y,z tako da vrijedi
XYZ=X+Y+Z+XY+YZ+2X+XYZ .
100X +10y+zZ =X+ Y+ Z+ XY+ YZ+ ZX + XyZ
99X +9y — Xy = yz + ZX + XyZ
. 99x + 9y — xy
Y+ X+ Xy
Kako je z znamenka mora biti z <9, odnosho
PI/X+9y —xy <9x+9y+9xy = 90x<10xy = y=>09.

Naravno i y je znamenka, pa je nuzno y =9. UvrStavanjem dobivamo

90x +81
7= =9
10x+9

Polazna jednakost je zadovoljena za y =z =9 i bilo koji x:

X+Y+Z+Xy+ yz+zx+xyz:x+9+9+9x+81+9x+81x:100x+99:x_99.

TraZeni brojevi su 199, 299, 399, 499, 599, 699, 799, 899, 999.
g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

1. RAZRED

Zadatak 1. Odredi sva realna rjeSenja jednadzbe

(Vx-2)"+(Vx-3)" =1.

RJESENJE
Uvedimo supstituciju t = vx — 2. Tada redom imamo:

tr+(t-1D*=1
t*—-1+(@-1D*=0
E-DE+DE+D+(E-1D*=0
E-D[E+DE*+1D+(&-13]=0
-1 +t?+t+1+3-3t>2+3t—-1)=0
2t(t—1)(t*—t+2)=0

JednadZba t* —t+ 2 = 0 nema realnih rjeSenja pa su jedina realna rjeSenja dobivene
jednadzbe t; =0 i t, = 1.
Zat, =0iz+x—2 =0dobivamox, =4,azat, = 1iz Vx —2 =1 slijedi x, = 9.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

1. RAZRED

Zadatak 2. Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi

z-|z|+2z+i=0

RJESENJE

Neka je z = x + yi, x,y € R. Tada jednadZzba poprima oblik
x+yD)Jyx2+y?+2x+2yi+i=0

x(w/x2 +y% + 2)+i (yw/x2 +y2+2y+ 1) =0

Odavde dobivamo

odakle slijedi

x( x2+y2+2)=0 (1)

yJx2+y2+2y+1=0 (2)

Kako je {x2 + y2+2 > 0iz (1) slijedi x = 0,
Pa iz (2) dobivamo

yly|l+2y+1=0

Odavdejey <0 i y>—2y—1=0.

Rjesenja ove kvadratne jednadZbe su y,, =1 + V2. Zbogy < 0 zadovoljava
samoy =1 —+/2.

Dakle, jedino rjesenje je z = (1 — v2)i..

g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

1. RAZRED

Zadatak 3. Odredi sve prirodne brojeve n za koje postoji prirodan broj x , takov da je
1

AN N o P AN e P e

RJESENJE

Racionaliziranjem pojednostavimo dane razlomke. Za k = 0,1, 2,~-,n vrijedi

1 B Vx+k—-Vx+k+1 B
Vit k+Ve+k+1 (Vx+k+Vx+tk+)(Ve+k—Vx+k+1)

_Vx+tk—Vx+k+1
S (x+k)-(x+k+1)

=Vx+k+1—-Vx+k
Tako dobivamo novu jednakost

(Vx+1-vx)+ (Vx+2-Vx+1)+-+(Vx+n+1-Vx+n)=1

tj.

Vx+n+1—-+vVx=1
odnosno

Vx+n+1=+Vx+1

Nakon kvadriranja dobivamox + n+ 1 =x + 1 + 2v/x

odakle jen = 2vx

nZ
odnosno x = s

Broj x je prirodan broj ako i samo ako je n paran, tj. n = 2k, k€ N.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.
1. RAZRED

Zadatak 4. Ako je zbroj duljina dviju stranica raznostrani¢nog trokuta jednak
dvostrukoj duljini treée stranice, dokaZzi da je pravac kroz srediSte upisane
kruZnice i teziSte trokuta paralelan sa stranicom koja je srednja po duljini.

RJESENJE

Neka su a, b, c duljine stranica trokuta, i neka je a srednja po duljini. Tada vrijedi
2a=b+c

Opseg trokuta je 3a.

Neka je T teziSte trokuta, N noZiste visine na stranicu duljine a, a K noZiste okomice iz
to¢ke T na stranicu duljine a. Ozna¢imo s v duljinu visine na tu stranicu, s r polumjer
upisane kruZnice trokuta, a s P njegovu povrsinu.

B N K P C

Tada, zbog sli¢nosti trokuta ATKP~AANP, vrijedi |TK| = %v.
Kako je P = %av = rs, gdje smo sa s oznacili poluopseg trokuta,

3a

N 2P _ 2 2ry

slijedi v=—=£=_2
a a a

= 3r.

Stoga je |TK| = r, §to upravo znaci da srediSte upisane kruZnice i teZiSte trokuta leZe na
pravcu koji je paralelan sa stranicom duljine a.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

1. RAZRED

Zadatak 1 Rijesite nejednadzbu:
1 1
log2? + log3'*z — log (35 + 33) > 0.

RJESENJE:
Danu nejednakost zapisujemo u ekvivalentnom obliku
1
22 3%
log—— > log1l
3x + 33
1
dalje slijedi —T > 1,
3x+33

1 1
3x—12-32x+ 27 <0,

1
Supstitucijom 3zx = t > 0, dobivamo nejednadzbu
t2—12t+27<0 tj. (t—3)(t—-9) <0,
Cije rjeSenje je t € (3,9)

11
RjeSenje dane nejednadzbe je X € (Z’ E)

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

1. RAZRED

Zadatak 2 Nadite najmanji pozitivan cijeli broj a takov da jednadzba
e [

+3)+2=0

2 —x) — _ 3nx (_
cos*mt(a — x) — 2cosm(a — x) + cos oo €os (- +3

ima realna rjeSenja.

RJESENJE:

Jednadzbu zapiSimo u ekvivalentnom obliku

[cosmt(a—x) —1]% + cos%- cos (g +§) +1=0,
Kako je

3nx X
COS—*CO0Ss
2a

2a + g) + 1 > 0 za svaki realni x, dobivamo

. 3nx X T
cosm(a—x) =1 i COSE'COS(2—a+§)+1_O

RjeSenja prve jednadzbesux =a+2n, n€ Z,
adruge,x=4a(§+k) ili x=2a(—§+2k), keZ.

6n ars 6n
i a

Prematome a = —— = s

Kakosu 1+ 12k i 12k — 5 relativno prosti sa 6 , a a mora biti cijeli broj,
slijedi a>6.Zan=1+ 12k ili n =12k — 5, dobivase a = 6.

Najmanji pozitivan cijeli broj s danim svojstvom je a = 6.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUDERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

1. RAZRED

Zadatak 3. Kvadrat je upisan u kruzni isje¢ak OAB sa sredi$njim kutom a < g , tako

da su mu dva vrha na polumjeru 0OA, treéi na luku AB i éetvrti na
polumjeru OB. Nadite omjer povrsina kruznog isjec¢ka i kvadrata.

RJESENJE:
B
F a E
L a
d
0 C a D A

Iz trokuta AOCF je |0C| = actga.

U trokutu AODE je |OE| =,
(joc| + |€D|)? + |DE|?* = r?

(actga + a)? + a? = r?

1+ (1+ctga)? = (g)z

2
AKko je a zadan u radijanima, povrSina kruZnog isjecka je P, = %,
a kvadrata P, = a?, a njihov omjer je
Py, m\?a a
B gt

a

=—-[1+(1 2
5 =5 [1+ 1+ ctga)?]
Napomena: Ako je kut a zadan u stupnjevima, onda je Py = % -r?m. Tada je

Pr_ @ [1+ (1+ ctga)?]
P, 360 ctga)iw

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUDERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015..
I1l. RAZRED

Zadatak 4 Duljine stranica trokuta su tri uzastopna prirodna broja, a jedan od kutova
trokuta je dvaput veci od jednog od preostalih dvaju kutova. Odredi
duljine stranica trokuta.

RJESENJE:
Neéemo izgubiti na opcosti ako stavimoa=n—-1, b=n, c=n+ 1.
Tada je a < 8 < y. Mogu¢a su tri slucaja

1° B=2a
Koriste¢i poucak o sinusima i kosinusov poucak dobivamo:
_sin2a _ sinf b _ n
COSE=osina 2sina 2a 2(n—1)
b? + ¢? — a? n+4
cosa = =
2bc 2(n+1)

Iz jednadzb n_ o dobivamo n = 2. Stranice trokuta bi bile 1,213, §t
z jednadzbe 2D 2D n=2. , , Sto

nije moguce.

2° y=2a. Sli¢no kao u prethodnom slu¢aju dobili bismo:

sin2a  siny c n+1
cosa = = =—=—
2sina  2sina 2a 2(n-1)
b% + c? — a? n+4
cosa = =
2bc 2(n+1)
n+1 n+4

Iz jednadzbe se dobiva n = 5 i duljine stranica trokutasu 4,5 i 6.

2(n-1) _ 2(n+1)

2° y=2B. Ponavljanjem postupka iz prethodnih slu¢ajeva dobivamo:
sin2fp  siny n+1

cosp = 2sinff  2sinff  2n
_a*?+ct-b  n*+2
cosp = 2ac  2(n?2-1)
1 242 . i
1z jednadzbe = ™ Gobivamo kvadratnu jednadzbu n? — 3n — 1 = 0, &ija
2n 2(n2-1)
3+V13

rjeSenja Mg o = su iracionalna.

Dakle, jedino rjesenje je trokut sa stranicama 4,5 1 6.
g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUDERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

IV. RAZRED

Zadatak 1. Pronadi sve prirodne brojeve n , takove da neka tri uzastopna koeficijenta
razvoja (a + b)" ¢ine aritmetic¢ki niz.
RJESENJE:

Tri uzastopna koeficijenta razvoja (a + b)™ su (k f 1), (Z) , (k :_l 1) :

Oni ¢ine aritmeticki niz ako je: 2(;:) = (k 1_1 1) + (k :l_ 1). (1)

_n(n-1)---m-k+1) _ n(-1)---(m-k+2)  nm-1) - -(n-k)
1-2:3- -k 123 - (k-1) 123 = (k+1)

tj.

Nakon sredivanja dobivamo kvadratnu jednadZzbu po n:
) n—k+1 +(n—k+1)(n—k)
k B k(k +1) ’

n? — (4k + Dn+ 4k?> -2 = 0.
RjeSenja ove jednadZbe su

_ 4k+1+V8k+9
M2 =—", (2)

Da bi rjeSenja ny i n, bila prirodni brojevi, nuzno je da izraz pod korijenom bude
kvadrat neparnog prirodnog broja.
Stavimo li stoga 8k + 9 = (2m + 1)?, dobivamo da je 2k = m? + m — 2, a zatim iz(2)
zarjeSenja ny i m, imamo:

n=m?*+2m-1=m+1)?%-2,

n, =m?—2.
Na temelju tih prikaza zaklju¢ujemo da su svi trZeni prirodni brojevi n, koji zbog (1)
moraju jo§ zadovoljavati uvjet n > k + 1, oblika
n=m?-2, m=3,45, -
(Jasno je da zbog simetrije binomnih koeficijenata za svaki takov n postoje u
odgovarajuéem razvoju dva mjesta gdje se ostvaruje polazni zahtjev o aritmetickom

nizu.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.
1IV. RAZRED
Zadatak 2. Nadite najmanji pozitivan cijeli broj a takov da jednadzba
X T
2a

2 A _ 3mx L -
cos“t(a — x) — 2cosm(a — x) + cos ” cos( -+ 3) +2=0

ima realna rjeSenja.

RJESENJE:
JednadZbu zapiSimo u ekvivalentnom obliku

—x) — 172 3nx ™, —
[cost(a — x) — 1]* + cos oo COs (Za + 3) +1=0,

Kako je
3 . R .
cosziax- cos (g + g) + 1 > 0 za svaki realni x, dobivamo

. 3nx X W
cosmt(a—x) =1 1 cos— -~ COS(Z+§)+1_0

RjeSenja prve jednadZbesux =a+2n, n€ Z,
adruge, x=4a(3+k) ili x=2a(-;+2k) keZ

6n - 6n
ili

Prematome a = —— a=_—.

Kakosu 1+ 12k i 12k — 5 relativno prosti sa 6 , a a mora biti cijeli broj,
slijedi a>6.Zan=1+12k ili n =12k — 5, dobivase a = 6.

Najmanji pozitivan cijeli broj s danim svojstvom je a = 6.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

V. RAZRED

Zadatak 3. Kvadrat je upisan u kruzni isje¢ak OAB sa srediSnjim kutom a < g , tako

da su mu dva vrha na polumjeru OA, treéi na luku AB i ¢etvrti na
polumjeru OB. Nadite omjer povrsina kruznog isje¢ka i kvadrata.

RJESENJE:
B
F a E
L a
d
0 C a D A

Iz trokuta AOCF je |0C| = actga.

U trokutu AODE je |OE| =,
(joc| + |€D|)? + |DE|?* = r?

(actga + a)? + a? = r?

1+ (1+ctga)? = (g)z

2
AKko je a zadan u radijanima, povrSina kruZnog isjecka je P, = %,
a kvadrata P, = a?, a njihov omjer je
Py n: a a 5

a

Napomena: Ako je kut a zadan u stupnjevima, onda je P, = % -r?m. Tada je

Pi_ @ [1+ (1+ ctga)?]
P, 360 ctga)lw

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Capljina, 28. oZujka 2015.

V. RAZRED

Zadatak 4. Neka je A to¢ka na hiperboli xy = 4, a B to¢ka na elipsi x> + 4y* = 4 .

. - 4-v5
Dokazi da vrijedi |AB| > &

RJESENJE:

Krivulje su centralno simetri¢ne pa je dovoljno promatrati situaciju u I. kvadrantu.
Tangenta na hiperbolu xy = 4 u tocki (2,2) ima jednadzbu y = 4 — x, jer zbog
simetri¢nosti parabole u odnosu na pravac y = x, hiperbola ima nagib - 1. Odsje¢ak
pravca na ordinati je 4, jer to¢ka (2, 2) lezi na tangenti.
Sada povla¢imo tangentu na elipsu paralelnu toj tangenti. Ona ¢e imati jednadzbu
y=—-—x+L
Iz uvjeta dodira pravca i elipse slijedi

a’k? + b? = 12, 4+1=101
Paje I = /5. Jednadzba tangente na elipsu glasi y = —x + /5.
Sada ¢emo izracunati udaljenost ovih dvaju pravaca. Ona je jednaka udaljenosti tocke
(2,2) od tangente na elipsu:

d_‘2+2—\/§ _4—+5
V12 + 12 V2

Udaljenost izmedu to¢aka A i B sigurno je veéa od ove udaljenosti, jer to¢ka u kojoj
tangenta na elipsu dira elipsu ne leZi na praveu y = x.

g.e.d.
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