ZADACI

I. RAZRED

1. Komad papira razreZemo na ¢etiri dijela. Neke od dobivenih dijelova ponovo
razrezemo na Cetiri dijela i tako nastavimo. MoZemo li na ovaj nacin dobiti 999
papiri¢a? (Zadatak je rijeSen ako je dano valjano obrazloZenje rjeSenja.)

- « +2 . .
2. Dana je jednadzba m =X , pri ¢emu je m realan parametar.

mx—-2 x+1
a) rijesi (uz diskusiju) danu jednadzbu
b) za koje vrijednosti realnog parametra m rjeSenja x dane jednadzbe
zadovoljavaju uvjet |x‘ >17?

3. Zadan je paralelogram ABCD. Nad stranicama AB,BC,CD i DA

konstruirani su kvadrati koji leZze izvan paralelograma. SrediSte paralelograma,
srediSte bilo koje njegove stranice i srediSte kvadrata, konstruiranog nad tom
stranicom, su vrhovi trokuta.

a) Dokazati da su svi takvi trokuti sukladni!

b) Dokazati da je ¢etverokut ¢iji su vrhovi srediSta tih kvadrata kvadrat!

5

4. AKko je x pozitivan broj takav da je x° + —17 =7, odredi x° + R
x x

II. RAZRED

1. Rijesi jednadZzbu 2 __3 3 2

- + =0.
x-1 x-2 x-3 x-4

2. Komad papira razreZemo na Cetiri dijela. Neke od dobivenih dijelova ponovo
razreZemo na Cetiri dijela i tako nastavimo. MoZemo li na ovaj nacin dobiti 999
papiri¢a? (Zadatak je rijeSen ako je dano valjano obrazloZenje rjeSenja.)

3. Nadéi sve realne vrijednosti x za koje je T—)f———— cijeli broj.
x°=5x+7

4. Zadani su KruZnica & ito¢ka O izvan k. Tangente iz tocke O na k diraju
kruznicu u tofkama A4 i B. Tetiva BC KkruZnice k usporedna jes OA.
Spojnica OC sijefe k u tofki D. Pravac BD sijee OA u to€ki E . DokaZite da
tocka E raspolavlja duZinu OA.
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III. RAZRED

1. Rijesi jednadzbu:  sin® x +cos® x =sin* 2x +cos* 2x.

2. Ako je AD simetrala kuta o trokuta ABC, D € BC, dokazi da vrijedi

AD=—2_ s ¢ AﬁC,priéemuje b=|4C|, c=|48].
b+c b+c

3. U jednakostrani¢ni stozac (s=2r) polumjera osnovke r upisana je kocka tako da
joj jedna osnovka pripada osnovci stoSca, a vrhovi gornje osnovke na plastu su
stoSca. Kolika je duljina brida te kocke?

4. Rijesi nejednadzbu: 2.1og2+(1+2i)1og3—1og(</§ +27)>0.
X

IV. RAZRED

1. DokazZi da je za svaki prirodan broj »
142422 +2° +2% 4.4+ 2% djeljivs 31.

2. Prikazi u trigonometrijskom obliku broj z =1-sina +icosa, ac (0, %) .

3. Dokazati da produkt osam uzastopnih prirodnih brojeva ne moze biti etvrti
stupanj nekog prirodnog broja.

4. Za Koje vrijednosti realnog parametra a je sin® x + cos® x + asin xcos x > 0 za sve
realne brojeve x ?
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RJESENJA

L. RAZRED:

Zadatak 1.

Pri svakom rezanju nekog papiric¢a na Cetiri dijela imamo prirast broja listi¢a za 3.
Tako je u bilo kojem trenutku ukupan broj papiric¢a oblika 3k +1, (k eN ) No 999 je djeljiv

s 3 inije oblika 3k +1, (k eN ), te opisanim rezanjem ne mozemo dobiti 999 papirica.

Zadatak 2.

x+1#0 mx—-2=+0
a) p.d. ,
x#—1 mx #2

mx+2=——x—:>mx2+2x+mx+2=mx2—2x = x(m+4):—2
mx—-2 x+1

2

1° m+420=>m=-4 x=- ;
m+4

2m
x#~-1=>-

z-1l=o>m#-2;, mx#2=-
m+4 m+4

#2=>m#-2,

2° m+4=0=m=#-4,imamo 0-x = -2, jednad’ba nema rjesenja

Rez.: x=- zam#—4,m=+-2
m+
2
b) |— >1 za m#—-4,m=#-2
m+4
2 <-1 ili 2 >1
m+4 m+4
MSO 2_—{)1;420
m+4 m+4
m e [-6,-4) ili me(-4-2) =  mel-6-4)u(-4,-2)
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Zadatak 3.
a) Pottoje: |SQ|=|PB|=|PS,
toje  ASPS, =AS,05 (1)

,< SPS, = < S0S,

s71=|08l= 05,

>

C

Analogno bi se pokazalo da su i preostala dva trokuta sukladna, kako medusobno takois

upravo promatranim.
b) Zbog sukladnosti ASPS, = AS,0S slijedi |SS,|=|SS,|.

Osim toga na temelju (1) je:
< 8,88, =a PSQ-v> PSS, — < 0SS, =

=< PSQ— < PSS,— < PS,S =< PSQ—(7— < SPS, )=< ADC ~ ':72' —(§+ < DABH =

”—

:<1ADC+<1DAB—£=7z- E.
2 2 2

Dakle SS, L SS,.
Analogno se dokazuje za svaki preostali par kvadrata, odakle slijedi traZeni rezultat.

Zadatak 4.

, 1 1Y
Imamo x +—=|x+— -2=7
X x

2
(x+lj =9
X
l=3,

Kako je x pozitivan broj slijedi x +—
x

x’ +i5:(x+lj(x4 -x° +1—L2+L4j=(x+lj x* +L4-(x2 +—17)+1 ,
X X X X X X X

2
Nadalje je x* + L‘; = (xz + —17) —2 =47, te kona¢no imamo:
x x

x* +i5:3-(47—7+1)=123.
X
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11. RAZRED:

Zadatak 1.
Zbrojimo prvi i Cetvrti, te drugi i tre¢i pribrojnik lijeve strane jednadzbe

(xz L2 )_(xiz_xi3]=0@2(x—4)+2(x~1)_3(x—3)—3(x—z):O

-1 x-4 (x—1)x-4) (x~2)x-3)

22x-5)  3(2x-5) _
x?-5x+4 x*-5x+6

(2x—5)( - 2 - > ]=0
x°=5x+4 x"—-5x+6

2 B 3
x2=5x+4 x*-5x+6

2x-5=0 ili

=0/-(x* = 5x+4)x* ~5x+6) =0

2x2 —10x+12-3x* +15x-12=0

—-x245x=0

x,=0,x; =35

Rez:. x, =%,x2 =0,x; =35.

Zadatak 2.
Pri svakom rezanju nekog papiri¢a na Cetiri dijela imamo prirast broja listi¢a za 3.
Tako je u bilo kojem trenutku ukupan broj papirica oblika 3k +1, (k eN ) No 999 je djeljiv

s 3 inije oblika 3k+1, (ke N ), te opisanim rezanjem ne mozemo dobiti 999 papirica.

Zadatak 3.

Ako je Z—ZC—=k,kak0je x*=5x+7>0 zaVxeR tadaje
x°=5x+7

ke —(Sk+Dx+7k=0 (1)
Za jednadzbu (1) mora biti D >0, pa je

(Sk+1) -28k* 20 = —3k* +10k+1>0 = ke{ 3

5-428 5+«/§}
3 b
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Kako je k cijeli broj mora biti k € {0,1,2,3}.
Za k =0, dobijese x=0
Za k=1, dobijese x=3++2 i x=3-+2

Za k=2, dobije se x:%ix=2

Za k =3, dobije se x=%i x=3

Kako je x> —5x+7>0, za Vx € R, to sve nadene vrijednosti za x dolaze u obzir.

Dakle, rjesenje je x € {0,3 +2,3- «/5,%,2,%,3} :

Zadatak 4.
Potencije toaka O i E s obzirom na kruZznicu & su:

o8 losijoc| (). A" =|ED[EB| ()

Ozna¢imo li @ =<1 AOB,tadaje <CBF =< CDB =« .

Zato su trokuti ADEO,ADBC i AOEB sli¢ni, te imamo: |OD|:|DC| = |ED|:|DB|, odakle je
oci= oo lesl

aiz |OB|:|OE| =|0OD|:|ED| slijedi

osl- 220 @

o (1) (4) sljed :ODE Josf =loptloc) =Jopi 22 st ~L2L e

o] = |En|-[£B|  (5)
Iz (2)i (5) imamo |E4’ =|OE|" odnosno |OE| =|E4].

1I1. RAZRED

Zadatak 1. (sin2 X + cos? x)2 —2sin?2xcos’ 2x = (sin2 2x + cos? 2x)2 —2sin? 2xcos’® 2x

1-2sin® xcos? x =1-2sin? 2xcos’ 2x

2sin? 2xcos? 2x—lsin2 2x=0
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2sin? 2x(cos2 2x ~ %) =0

sin?2x=0 cosz2x—l=0
. 1
sin2x =0 cos2x=i§
2x=knm
x=kE ,keZ c052x=—l cos2x=l
2 2 2
25 =2 2k 2x=" 4 2kn
3 3
x=Ztkn x="vkn
3 6
2% =3 ok 2% =% 2k
3 3
x:%@+k7r x:5—”+k7r
keZ keZ

Rez. : x=k—§, X'—‘%-l-kﬂ, x=27”+k7r, x:—7i+k7r, x:S—”+k7¢', (keZ)

Zadatak 2.  Prema poucku o simetrali kuta trokuta imamo:

c:b=FD.:FC = c-—D—C.=b-E = E=%H&

—_—— —— —— ——

Dalje, AD = AB+ BD = AB+%l_)E

_ s —

AD = AC+CD

Ako iz ovog sustava eliminiramo vektor CD, dobijemo trazeni izraz:
h— _

~AD =—A4AB~-CD
c c
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AD=AC+CD , zbrajanjem ovih jednadZbi imamo:

25@&}2:&@

C C
D24 bus
C
AD--2 4B+ S 4C.
b+c b+c

Zadatak 3. U dijagonalnom presjeku uocavamo sli¢ne trokute AASV 1 A4 PV =

|4S|:|4,P|=|VS|:|PV| = r: %—2— =r:(v-=x), gdje je x duljina brida kocke.

x\2
r(v—x)zv-
2
rv=—vx+rx
2rv
X=——
2r+V\/§

Posto je stozac jednakokracan tj. s =2r, ondaje v = "3, paje x= \/?:(«/g - 2} .

Zadatak 4. p.d. x#0

1
log2* +10g31 2x —log(V?:+27)>logl
2x+1 2x+]
2_ 2x 223 2x
S >logl => S —>1 (postoje ¥/3+3°>0)
343 3 +3°
1 1 1 1
— 4375 235 _27>0 = 37 ~12.3% +27<0
1
smjena 32* =t (1>0)

1? —12t+27<0

log
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3<t<9

1
3<tr=3<3% :1<—1— Dxe(o,lj
2x 2

1<9 :>—1—<2: XE(—-O0,0)U(%,-Q-oo)

2x
Rez.: x e (l,lj
4 2
1V. RAZRED

27 -1

Zadatak 1. 14+2+2%+---+2"7 =1 =2"_1=32"-1

Dokazimo matemati¢kom indukcijom tvrdnju zadatka.
1° n=1=>32"'-1=31 tj. 31/31
2° pretpostavimo da je tvrdnjatoénaza n=k e N tj. 31/32* -1 < 32 -1=31/,leN

3° dokazimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj k +1
324 —1=32.32% =1 =31-32% +32% 1 =31-32° + 31/ = 31-(32% +1) j 31/32%"' - 1.

Zadatak 2. z=1-sinag+icosa
|2| = J1=sina)’ +cos’ a = 2(1-sina)

2 L,
cosa cos E—sm 3
Odredimo ¢: 1gp = = =

l—sina— ., a a . a o
sin? = + cos? — —2sin — cos —
2 2 2 2

(cosg—singj(cosg+singj cosZ+sin? 1+
B 2 2 2 2) 79 2 2—tg(ﬂ

—~+9—) teje p=2+2
=YY

2 : 4 2
2 _sin& cos®—sing 1-1<
[cos > sin > ) 2 5 g 5
Trigonometrijski prikaz je: z = \/2i1 —sina i{cos(—;i + %) + isin(% + %ﬂ
Zadatak 3.

Neka je x najmanji od osam uzastopnih prirodnih brojeva. Tada je njihov umnozak
P=x(x+1)x+2)x+3)x+4)x+5) x+6)x+7)=
= [x(x + 7)l(x + 1)(x + 6)][(x + 2)(x + 5)][(x + 3)(x + 4)] =
= (x2 + 7)ch2 +7x+ 6X)c2 +7x+ lOXx2 +7x+ 12).
Neka je a=x* +7x+6. Onda je:
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P=(a—6)ala+4)a+6)=(a> —36)a* +4a)=a* +4a’ —36a° —144a =
= a' +4ala® —9a-36)=a* +4a(a+3Ya-12) (1)

Posto je x> 1 imamo a=x>+7x+6>14,paje a—12>0 (2)

iz(1)i(2)je P>a* (3)

Medutim, P =a* +4a’ —36a° —144a<a’ +4a’ +6a’ +4a+1=(a+1) 4.
P<(a+1)* (4)

Iz (3) i (4) slijedi a*<P<(a+1)" $toje i trebalo dokazati.

Zadatak 4.
Imamo sin® x +cos® x = (sin2 x + cos’ stin4 x —sin® xcos” x + cos* x)=

= (sin2 x +cos’ x)2 —2sin* xcos® x —sin” xcos® x =1-3sin’ xcos® x = 1—%sin2 2x

Lijeva strana nejednakosti postaje

l—ésin22x+£sin2x
4
. . . 3, a
y=s1n2xe[—1,1] trinom postaje: _Zy +5y+1

. . 3 a . . ..
S obzirom da kvadratni trinom — = y? + 5 y+1 naintervalu [-1,1] uzima minimum na

krajevima intervala, dana nejednakost je ispunjena ako 1 samo ako je

——3——ﬁ+120 A —§+£+120
4 2 4 2
asl A aZ—l
2 2

Rez.: ae —l,l
22

ZADATKE PRIPREMILI
Zal,JLiIV.razred .......ccooovviiiieiiiiie i NIKO SUSAC, prof.
Za lll.razred ..............cooiiiiiiiiiinnn IVANA MILINKOVIC ROSIC, prof.
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REZULTATI NATJECANJA IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH

SKOLA FEDERACIJE BIH
I. RAZRED
L. Mjesto MATE MARAS Gimnazija fra Dominika Mandica Siroki Brijeg
I1. Mjesto NEVENA CORIC Gimnazija Mostar )
[II.  Mjesto JOSIPA TICA Srednja Skola Antuna Branka Simi¢a Grude
II. RAZRED
I Mjesto HRVOJE JUKIC KSC " Don Bosco" Zepée
I1. Mjesto TOMISLAV BASKARAD Srednja skola Vitez
II1. Mjesto JAKOV KONTA Gimnazija Livno
HI. RAZRED
. Mjesto FRANJO SARCEVIC Srednja 8kola Prozor
II. Mjesto IVANA KRESIC ~ Srednja Skola Capljina
IMI.  Mjesto IVAN VUKOJEVIC  Gimnazija Ljubuski
IV.RAZRED
L. Mjesto STIPE VODOPIJA Gimnazija Livno ]
II. Mjesto IVAN KOZUL Gimnazija fra Dominika Mandica Siroki Brijeg
[II.  Mjesto SONJA MANDRAPA Srednja $kola Capljina

UCENICI KOJI SU SE PLASIRALI NA NATJECANJE 1Z

MATEMATIKE NA RAZINI BIH

Mate Maras
Hrvoje Juki¢

Gimnazija fra Dominika Mandica Siroki Brijeg
KSC " Don Bosco" Zepce

SN E W=

Franjo Saréevié
Ivana Kre§i¢
Ivan Vukojevié
Ana Perkovié¢
Ante Derek
Stipe Vodopija

. Ivan Kozul

0. Sonja Mandrapa

Srednja $kola Prozor
Srednja $kola Capljina
Gimnazija Ljubuski
Gimnazija Livno
SS fra Grge Marti¢a Posusje
Gimnazija Livno
Gimnazija fra Dominika Mandié¢a Siroki Brijeg
Srednja skola Capljina
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