ZADACI

L. RAZRED

1. Dokazite da je svaki broj oblika m* + 4k* slozen, ako su m i k pozitivni cijeli
brojevii k> 2.

2. Zakoje realne brojeve a jednadzba |x—2|+|3—x| = a ima totno dva rjeSenja?

3. Odjel od 28 ucenika dobio je za domaéu zadaéu 8 zadataka. Svaki ucenik rijesSio
je to¢no dva zadatka, a nikoja dva ucenika nisu rijeSila ista dva zadatka. Pokazi
da je svaki zadatak rijeSilo jednako mnogo ucenika. Koliko?

4. TeZisnica i visina iz vrha A4 trokuta AABC dijele kut kod vrha A na tri jednaka
dijela. Koliki su kutovi trokuta A4BC?

II. RAZRED

1. Neka su z,z,iz, kompleksni brojevi takvi da je |z|=|z,|=|z|=1 i

z, +z, + z, = 0. DokaZite da izraz
|z, + 2| +|z, + 2| H|z 42,

poprima jednu te istu vrijednost za svaki izbor kompleksnih brojeva koji
zadovoljavaju gornje uvjete.

+mx-2
Za koje vrijednosti realnog parametra m nejednakost -3 < x_z_mx_i_ <2, je
X —-x+

ispunjena za sve realne vrijednosti x.

Dokazati da je kvadrat duljine simetrale kuta trokuta jednak razlici umnozaka
duljina stranica izmedu kojih se ona nalazi i umno3$ka duljina odsjecaka trece
stranice na koje je ona podijeljena tom simetralom.

Neka je a pozitivan realan broj, a2 x, x,, x, realni brojevi takovi da je
X, +x, + x, = 0. Dokazati nejednakost
log/,_(l+a)‘1 )+log2(1+a‘3 ) +10g2(1 +a® )23



III. RAZRED

. Ako je a+ S +y = x, dokaZite sljedeli trigonometrijski identitet

B oos? |

sin @ +sin f+siny = 4coszcos—cos
Rijesi nejednadzbu 27 <3.2°7 +4.27%,

Odredite sve parove (x,v) realnih brojeva za koje vrijedi

1 1Y’
log ,| 2 cos’ —|-1= y——].
0g 2[ cos (xy)+2c082 (.ny (J/ 2)

U pravilnoj trostranoj piramidi kut nagiba bo¢nog brida prema ravnini baze
jednak je ploSnom kutu uz vrh piramide. Odredite volumen piramide ako je
duljina brida baze jednaka «.

1V. RAZRED

1.

_ 2a,,-3
" 3a,, -4

Odredite formulu za «, . (Zadatak je rijeSen ako je formula za o, dokazana.)

Niz a, zadan je rekurzivno sa a, =1, a , helN.

1
Dokazite da za svaku to¢ku z kompleksne ravnine, za koju je !z - 1‘ =1, to¢ka —

7
<

leZi na jednom te istom pravcu. Na kojem?

Odredite sve parove (x, y) realnih brojeva za koje vrijedi
1

<x“y>}1:‘(y‘g

2¢cos

[ ]

log 2[2 cos”(xy) +

U pravilnoj trostranoj piramidi kut nagiba bo¢nog brida prema ravnini baze
jednak je ploSnom kutu uz vrh piramide. Odredite volumen piramide ako je
duljina brida baze jednaka «.



RJESENJA

L. RAZRED

Zadatak 1.
m* +4k* =m* +4m’ k> + 4k —Am’k’ =
= (m* + 267} — (2mk)’ =
= (m® + 267 = 2mk\m?® + 2k +2mk )=
=|m =k} + & [ {om+ k)7 + &3],

Budu¢i da je svaki od ova dva faktora (zbog k >2) veéiod 1, broj m* + 4k* je sloZen.

q.e.d

Zadatak 2.

Najprije skicirajmo krivulju y = Ix - 2| + [3 — x] .
Za x<2je y=—x+2+3-x=5-2x
Za xe[23]je y=x—2+3-x=1
Za x>3je y=x-2-3+x=2x-5

o
[
Ry I

Jednadzba ‘x - 2‘ + |3 - x’ = ima tono dva rjeSenja za one vrijednosti a za koje pravac
y = a sijece krivulju u to¢no dvije tocke, tj. za a > 1.
q.e.d.



Zadatak 3.
Parova zadataka ima 877 =28, tj. jednako mnogo kao i ucenika. Zato za

svaki par zadataka postoji tocno jedan ucenik Koji je rijeSio upravo njih. Svaki zadatak
se nalazi u 7 parova, pa ga je rijeSilo to€no 7 ucenika.

q.e.d.

Zadatak 4.

Ozna¢imo s N noZiSte visine iz vrha 4,s P poloviste stranice BC,s R
noziste okomice iz P Na AC , ‘AB‘ =c,

C—A[:b

:a’

Trokuti BNA i PNA su sukladni (stranica i dva kuta) odakle dobivamo
|AB{=| 4P =c, |BN|=|NP =§»BP; -2
Nadalje, iz sukladnosti trokuta PN4 i PRA (stranica i dva kuta) je
|[4R|=|AN| i |PR|=|PN|=-
Po Pitagorinom poucku za trokut PRC ie
2 2
et (3 (] - wa-=2
2 4

Iz sli¢nosti trokuta ANC i PRC (dva kuta) imamo

3a a3
N _IRC &
4N |PR !AN\

\/’

4

Odakle je |4R| =|4N| = = = |rC] .

Odavde dobivamo da su trokuti PR4 i PRC sukladni (stranica i dva kuta), pa je y = %.
Iz trokuta BNA imamo £+ -‘;— =90° odakle je S+ y =90°. Napokon iza + S+ y =180’
dobivamo o =90°,7 =30° i S =60°.

q.e.d.



11. RAZRED
Zadatak 1.

Stavimo z, =x, +iy,, kK = 1,2,3. Prema uvjetu zadatka je x +x.+x;, =0 i

Y+ v, +v, =0.

4

12 2
Sadaje |z, +z,| +|z, + 2, +|z, + 2

= (x, +x, )2 + (J’| + V) )2 + (Xz X )2 + (.Vz TV ): + (o +x, )2 + (y3 W ): .
Nakon kvadriranja i sredivanja dobivamo da je polazni izraz jednak
R T A e R i O T N 00 A AR Ay B

q.e.d.

Zadatak 2.

Kako je x> —x+1> 0 za sve realne vrijednosti x, jer je diskriminanta ovog trinoma

D = -3 <0, a koeficijent uz x’ pozitivan, to mnoZenjem obje nejednadzbe s nazivnikom
dani sustav ekvivalentan je sustavu

“3x" +3x=3<x’ +mx—-2 = 4x2+(m—3)x+1>0
X Amx—2<2x’ —2x+2 ¥ =(m+2)+4>0

Prva nejednadZzba tofna je za Vx e R ako i samo ako je diskriminanta kvadratnog
trinoma manja od nule tj.

(m-3) -16<0.
Analogno druga nejednadzZzba je zadovoljena za Vx € R ako je
(m+2) -16<0
RjeSenje sustava nejednadzbi
(m-3) -16<0
(m+2) -16<0

po m dobiva se
Im-3<4=>-4d<m-3<4=>-1<m<7

Im+2<4=>-4<m+2<4=>-6<m<2,

Konaé¢no imamo
—-l<m<?2.
q.e.d.



Zadatak 3.

Neka je CD simetrala kuta y = Z4CB trokuta AABC; D e AB i E je to¢ka u kojoj
pravac CD sijece kruznicu k opisanu oko AABC'. 1z sli¢nosti trokuta AACLE i ABCD
(jer je LACE = ZBCD = % i LAEC = ZDBC kao obodni kutovi nad istim lukom AC

kruznice ) slijedi: i
|CE|:|AC| =|BC|:|CD)
a odavde slijedi
(cDl+|DE))-|cD; =|BC|- |4, pa je
[CDI" =|BC|-|AC| = |CD||DE| v (1)

Kako je (zbog potencije to¢ke D s obzirom na opisanu kruZznicu k)
|CD}-|DE| =|AD| - [BD|, eevvvereerrrenerenieennns ()
to na temelju (1) i (2) dobivamo
(cD|” = |BC|-|4C|~|4D|-|BD|.
q.e.d.

Zadatak 4.

Nejednakost log, (1 +a" ) +log, (1 +a” ) +log , (1 +a" )2 3 zapisSimo u ekvivalentnom
obliku: logz(l +a” ) +log . (1 +a® ) +log, (1 +a™ )2 log, 8
ili
(1 +a” ) ~ (1 +a” )(1 +a® ) =8

Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine na lijevu stranu
imamo:

(l+ax‘)-(l+a"‘3)-(1+a"")22\/;\7-2\/a7-2\/a7=8 a"tttt =8

q.e.d.
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I11. RAZRED
Zadatak 1.

sina+sin,8+sin]/:sina+sinﬁ+sin[7z—(0!+,3)]:
=sin a+sin f+sin(a+ )=

:2sina+'Bcosa_'8+25in a+ﬂcosa+ﬂ:
2 2 2 2
:2sing—+—’q(cosa_'8+cosa+’8j:
2 2 2
=2smn ﬂ~7-2005%c05é:
:4cosgcos£cosz.
2 2
q.e.d.
Zadatak 2.
Jednadzba ima smislaza x>0
Tada je:
4‘22\’)( +3.2v+\.\‘ _22,\ 20
4.22y,\' +4.2,\+\.\' _2\1\/)( _22,‘ 0

¥ >
4.2 (2\; +2° )— 2 (25 +2')20
(2“‘? +2‘X4.25* —z-v)z 0
Kako je 2" +2" >0 za sve x € R, treba rijesiti
4.2 22720
2\"‘}+2 > %
Jx+22x
x—/x-2<0
(\/; + IX\/; - 2)3 0
Odavde slijedi /x ¢ [-1.2] odnosno Jx e[0.2] (zboguvjeta x>0)paje xe [0,4].

q.e.d.
Zadatak 3.

—

S obzirom da su 2cosz(xy) i ——(——) pozitivni brojevi, moZemo primijeniti AG
Xy

2cos

[

nejednakost:

2 1 2 1
2cos”(x —— 22 |2c08 (xV} ———— =2.
cos? () + 2cos(xy) \/ cos” () 2cos”(xy)

Odavde slijedi,

log {2 cos” (xy)+ 1

——|-1=log,2-1=0.
2cosz(ny 082

2
1
S druge strane je — (y - Ej < 0. Dakle, da bi vrijedila jednakost,

11



i 2cos’ () + ——rs =2

mora biti vy = k
) 2cos” (x_v)

r | —

Slijedi, (2 cosz(xy)—ly\)2 =0
2c05° (1) = 1, (zbog y=2)

Odavde dobivamo

tj. cosx=0i ng'i'kﬂ, keZ.

“~

5 X , 1 1
2cos” ~-=1 = cos — —
2 2 2 2

N
Dakle, (x, _v)e {(z + k;z,%J ke Z}.

12

Zadatak 4.

Neka je baza piramide trokut 4BC, a vrh to¢ka S, te neka je D srediSte trokuta ABC'.
Neka je b duljina pobolke a / visina piramide, te neka je £4SB = £SAD =« . Tada
vrijedi:

cosa = —\/%—b (AADS)
B = b —% (A4DS)
a’ =2b*(1-cosa) (A4BS).

Uvrstavanjem prve jednadZbe i treCu dobiva se
2673 -2ab-a*3=0

11i=s
odakle slijedi » = all£+7 , pri ¢emu ima smisla samo b = M
23 23

2 3
2 5 . . - 3 7
dalje je =2t a”, pa je konaéno y-1.4d \/g.hza_. 2+I.
3 4 12 2
q.e.d.

12



IV. RAZRED
Zadatak 1.

Izra¢unajmo prvih nekoliko ¢lanova ovog niza :

5 11 17
A, ==, Ay =7, Ay =—.
7 13 19
Pretpostavimo da je to¢na formula
6n—1
all =
6n+1

Dokaz ¢emo provesti matemati¢kom indukcijom.
1° Za n =1 formula vrijedi
2° Pretpostavimo da ona vrijedi za neki » >1. Tada je

, 6n-1
L - 6n+l :6n+5_6(n+1—1
n+l - b4
3.0n-1 ,6nt7 6(n+1)+1
6n+1

Pa tvrdnja vrijedi i za n+1. Prema principu matematic¢ke indukcije, ona vrijedi za svaki
prirodan broj n > 1.

g.e.d.
Zadatak 2.

Ako je |z—1=1, onda je z—1=cosp+isin ¢,¢ €[0,27], odnosno
z=14+cos@+ismp,pe [O,27r]

Odavde slijedi:
1 1 l+cosp—ismg  l+cosp—sng

z l+cosp+ising l+cosp—isng (I+cosg) +sin’g

B l+cosp—isn @ _1+cos¢)—isin(p_l~i sin @
1+2cos@+cos” @ +sin’ @ 2(1+cosgo) 2 2(1+cosg0)'

1 1
Stoga sve tocke — kompleksne ravnine, uz uvjet lz - 1' =1, leZe na pravcu Rez = 5
V4

Zadatak 3. Isti kao 3. zadatak za III. razred e
Zadatak 4. Isti kao 4.zadatak za III. razred

\ ZADATKE PRIPREMIO
ZaL ILIIL i IV.razred ...cccocvvviiniiiiiiiiiiiiiiiiininiiieninnnnns NIKO SUSAC, prof.

L NATJECATELJSKA KOMISIJA- SS

1. NIKO SUSAC, prof.
2. MOMCILO VUJOVIC, prof.
3. ZORA SPAJIC, prof.
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REZULTATI NATJECANJA IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJITH
SKOLA FEDERACIJE BIH

Osvojeno I razred Skola Mjesto
mjesto
I. mjesto Katarina Ivankovi¢ | Gimnazija fra Grge Martiéa Mostar
IL. mjesto | Naria Djedovic¢ KSC ,,Sveti Franjo* Tuzla
II1. mjesto | Anto Senkovi¢ SS Pere Zedevi¢a Odzak
H razred
I. mjesto Nikica Peri¢ Gim. fra Dominika Mandic¢a* Siroki Biijeg
II. mjesto | Hana Cicevié Gimnazija fra Grge Martica Mostar
I11. mjesto | Ivona Raguz Srednja Skola Stolac Stolac
III razred
I. mjesto Irma Hadzié KSC ,,Sveti Franjo“ Tuzla
11. mjesto | Nikola Mandi¢ Gimnazija fra Grge Martica Mostar
I11. mjesto | Luka MaruSi¢ Gim. fra Dominika Mandiéa* Siroki Brijeg
IV razred
1. mjesto Nikolina Barisié¢ Srednja $kola Prozor Prozor
II. mjesto | Mladen Pei¢ KSC ,,Sveti Franjo“ Tuzla
II1. mjesto | Ivan Bartulovi¢ Franjevacka klasi¢na gimnazija | Visoko

UCENICI KOJI SU SE PLASIRALI NA NATJECANIJE 1Z

MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA NA RAZINI BIH

1. Katarina Ivankovi¢ Gimnazija fra Grge Martic¢a Mostar

2. Nikica Peri¢ Gim. fra Dominika Mandi¢a* Siroki Brijeg
3. Irma Hadzi¢ KSC ,,Sveti Franjo* Tuzla

4. Nikola Mandi¢ Gimnazija fra Grge Martica Mostar

5. Luka Marusi¢ Gim. fra Dominika Mandic¢a* Siroki Brijeg
6. Nikolina Barisi¢ Srednja Skola Prozor Prozor

7. Miladen Peic KSC ,,Sveti Franjo* Tuzla Tuzla

8. Ivan Bartulovi¢ Franjevacka klasi¢na gimnazija | Visoko

9. Domagoj Kresimir Juki¢ | KSC ,, Don Bocko* Zepée Zepée
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