ZADACI
L. RAZRED

1. Nekasu x i y realni brojevi takovi da je xy = 1. Dokazati da tada vrijedi
nejednakost: x° + > > 24/2(x— y).

2. Odredite sve trojke realnih brojeva x, y,z za koje vrijedi:
dxyz-x' -yt -zt =1
x-m x-—1

+
x+1 x+m

3. Odredi realni broj m tako da rjeSenje x jednadZzbe =2

zadovoljava uvjet |x| <1.

4. U trokutu A4BC je < A=a =60° a duzine BB' i CC' (B' € 4C.C' € 4B) su

visine tog trokuta.Tocka M je poloviste stranice BC . Dokazati da je trokut
AMB'C’ jednakostrani¢ni.

I1. RAZRED

1. Neka su z, i z, kompleksni brojevi takovi da vrijedi ]z, +222|:‘221 + 2z,

Dokazi da je ‘z, + mzz‘ = ‘mzl +z,

za svaki realni broj m.

2. RjeSenja x, i x, kvadratne jednadZbe zadovoljavaju relacije:
X, +x,—2xx,=0
mx,x, —(x, +x,)=2m—1
a) formirati ovu jednadzbu

b) za koje vrijednosti parametra m € R rjeSenja jednadZbe su realna
¢) za koje m € R su oba rjeSenja jednadZbe pozitivna.

3. Odredi sva rjeSenja jednadzbe: x* —x* —10x” +2x+4=0.

4. Jednakostrani¢an trokut ABC i kruznica k postavljeni su tako da kruZnica
sijeCe svaku stranicu trokut u dvjema toCkama, i to: stranicu CA u totkama
K,L; stranicu AB u totkama M;N i stranicu BC wu to¢kama P,Q (u
navedenom poretku), DokaZite da vrijedi:

|AM|+ |BP|+|CK|=|AL|+|CQ| +|BN|.



II1. RAZRED

1. Akosu a,f i y kutovi trokuta s duljinama stranica a,b i c, dokazite
nejednakost:

2 2 2
a +?_+C_24- sin2g+sinz~’6—+sin21 .
2 2 2

bc ca ab

2. Neki realni pozitivni brojevi zadovoljavaju jednakost
log(l +a’ )— loga—2log2=1- log(l 00+ b* )+ logb
Nadéi vrijednost zbroja a +b.

3. RijeSi jednadzbu: 1gx + 6¢ctgx = ‘/ 12 —1-44/3.
Cos™ X

4. Odredite duljine bridova pravilne uspravne cetverostrane prizme ako su
one prirodni brojevi a oplo§je prizme je numeric¢ki jednako zbroju duljina
svih bridova.

IV. RAZRED

1. U skupu kompleksnih brojeva rijesi jednadZzbe:
a) z° =z

b) z* ==z.

2. Dokazite da za svaki pozitivan cijeli broj » vrijedi jednakost:

3a, +5a, +7a, +--+(2n+1)a, =(n+1)a, —%n(n+l),

Ako je a, :1+%+---+%,za svaki prirodan broj .

[
3. Rijesi jednadibu: rgx + 6crgx = ——1-442.
COS X

4. Odredite duljine bridova pravilne uspravne Cetverostrane prizme ako su
one prirodni brojevi a oplo§je prizme je numericki jednako zbroju duljina
svih bridova.




RJESENJA

1. RAZRED

Zadatak 1. :

Dana nejednakost ekvivalentna je s:
(x=») +2xp 2 242(x - y)
Zbog xy =1 , dobivamo:
(x=») +222V2(x = y), ti. (x—»)’ -242(x - y)+ 220,
A to je ekvivalentno s (x y— V2 )2 >0, $to je oCigledno toc¢no.

q.e.d.
Zadatak 2. :

Transformirajmo jednadzbu u pogodniji oblik
4xyz = (1 + x4)+ (y4 + 24)
4xyz=(l—x2)z +2x° +(y -z ) +2y°z°

O=(l xz) +2x° +( 22) +2(x2—2xyz+y222)
-z

0= (1 - xz) + (y
»Suma kvadrata = (0
Odavde dobivamo x* =1, =27, x = yz,

odakle je (x,y,z)e {(LL1),(1L,—1,-1),(=1,-L1),(~ L1,~1).

)+2(x yz)

q.e.d.
Zadatak 3.

Podrudje definicije: x = -11i x#-m.
Nakon sredivanja jednadZbe dobivamo:
2m+1)x=-m*-2m-1 < 2(m+1)x=—(m+1)’

1° Za m# -1 dobivamo x = —ﬂzt—l . Zbog podrudja definicije je

m+1 . m+1
#-11-

z-1t. m=#l1.

RjeSenje je x:_m+l za m# *1

2° m=-1, rjeSenje je Vx e R\ {~1,1}

Uvjet zadatka]xl <1 tj. ’m *l <1, pri emu je m # %1,

jeispunjen za m e [-3,-1)U(~1,1).
q.e.d.



Zadatak 4.

Trokut ABCC' je pravokutni paje C'M njegova teZiSnica, tj. C' M =%R = BM pa je

ABMC' jednakokraéni

Trokut ABCB’ je takoder pravokutni pa analogno dobijemo B'M = %E@ = MC pa je

trokut B'M = C'M jednakokracni. Znadi, slijedi da je B'M =C'M . DokaZimo da je

ZC'MB' =60°. Iz jednakokraé&nih trokuta ABMC' i ACMB’ imamo:

p=180°-281ie=180° -2y, tj.

ZC'MB' =180" - (p + £)=180° - [360° — 2(8 + )] = 180° - [360° — 2(180° — )| =

=180" - 2a =180° —120° = 60".

Zbog BPM =C'Mi £C'MB’' =60° slijedi da je trokut AC’ MB’ jednakostrani¢an.
q.e.d.

II. RAZRED
Zadatak 1.

Neka je z, =a+bi i z, =c+di (a,b,c,d € R).
Dani uvjet [z, + 2z,| =

2z, + 22[ ekvivalentan je s:
(@ -+ bi)+ 2(c + di)=[2(a + bi)+ (c + di)
(@+2c)+(b+2d)i=(2a+c)+(2b + )i
(a+2c) +(b+2d) =(2a+c) +(2b+d),

a’4ac+4c* +b* +4bd +4d* =4a’dac+c? +4b°4bd + d*,

3¢? +3d? =3a* +3b,

a’+b*=c*+d*,

Neka je m € R. MnoZenjem gornje jednakosti s 1 —m” dobivamo

(1=m*)a® +(1=m? B> = (1-m?)c* +(1-m? }a?,

a®+m*c? +b* +m?d? =m*a’ +c +m*br +d’°,

Sada na obje strane jednakosti dodamo 2mac + 2mbd :

a® + 2mac +m?c? + b* + 2mbd + m*d* = m*a® + 2mac + c* +m*b* +2mbd +d’,

b

(a+mc) +(b+md) =(ma+c) +(mb+d).



Konaéno,
(a+mc)+(b+md)i| =|(ma+c)+(mb+d)i
(a+bi)+m(c+di)=|mla+bi)+(c+di),

Odnosno |z, + mz,| =|mz, + z,|, Sto je i trebalo dokazati.

q.e.d.
Zadatak 2.

a) x, +x, =2xx,

mx,x, —2x,x, =2m-1

X, +Xx, =2x,X,

2m—1
XXy = ———, m#2
m-2
2m—-1 . 2m—1
X +x,=2—— i xx,=——
m-—2 T om-—2

Uvrtavanjemu x” —(x, + x, )x + x,x, = 0 dobivame
(m*2)x2—2(2m—1)x+2m—1:0, m# 2
b) RjeSenja surealnaza D2>0,

[-2(2m 1)} —4(m —2)2m—1)> 0, nakon sredivanja imamo,

2m* +m—-120 tj. me(—oo,—l]U[%,%—ooj,aZbog uvjeta m # 2,

konaéno imamo: m e (—o0,—1]U {% ,2) U(2,4).

¢) Oba rjeSenja jednadzbe su pozitivna ako je:

D20 A x,+x,>0 A xx,>0,tj.
me (- oo,—l]uB,zju(z,+oo) nme(- g Ju@an) ame (-1 Jue)

Kona¢no imamo m € (—w0,~1)U(2,4).

q.e.d.



Zadatak 3.

Kako 0 nije rjefenje jednadZbe, dijeljenjem s x” dobije se
x° —x—10+2+12=0
X X

. o 2 . 4 . 4
Uvedemo li supstituciju r=x-=,tadaje 1> =x’ -4+ —, tj x’ +—=1" +4.
X X X

Jednadzba sada poprima oblik
P +4-t-10=0 tj. t*—1-6=0
RjeSenja ove jednadzbe su ¢, = 3,1, = -2.
34417

2

Zat =3 je x—z:3,tj. x*=3x-2=0 irjeSenjasu x,, =
x

Zat =-2 je x—zz—z,tj. x> +2x-2=0 irjeSenja su x,, =—1+4/3.
X

q.e.d.

Zadatak 4.

Uvedimo oznake:

|AM| = a,,|AL| = a,,|BP| = b,,|BN| = b, |CK| = c,,|CO| = c,,|4B| = |BC| = |CA| = 5
Primjenjujuci potenciju tocke s obzirom na kruznicu imamo:
|AM|-|AN|=|4L|-|AK| odnosno a,-(s—b,)=a, -(s—c,) (1)

|BP|-|BQ| =|BN|-|BM| odnosno b, -(s-c,)=b,-(s-a) (2)
ICK|-|cL|=|cQ|-|cP| odnosno ¢, (s—a,)=c, (s-b)) (3)
Zbrajanjem (1), (2) i (3) dobijemo:

a,;s —ab, +b;s-bc, +c,s—ca, =a,s —a,c, +b,s—b,a, +c,s—c,b,, odnosno
s(a, +b, +¢,)=s(a, +b, +¢c,), akako je s = 0, to je:

a, +b +c =a, +b, +c, tj. |AM|+|BP|+|CK|=|4L|+|CQ|+|BN].

q.e.d.



HI. RAZRED
Zadatak 1.

Kosinusov poucak zapiS§imo u obliku
2bccosa +a’ =b* +¢* , dijeljenjem ove jednakosti s hc imamo
a b ¢
2cosa +—=—+—.
bc ¢ b
2 2
Kako je é+—c—2 2, dobivamo 2cosa +252 o L 2(1-cosar)=2-2sin’ 2 &
c b bc bc 2

2
Z—C > 4sin’ %. (1)
I na sli¢an nacin dobivamo
b— > 4sin’ = ﬂ (2), ~— > 4sin’ }/ (3)
ac
Zbrajanjem nejednakostl ( )s ( ) ) doblvamo nejednakost

D“

2
a—+—+£->4 [ 2 tsin? +sm }2/)

q.e.d.
Zadatak 2.

Dana jednakost se svodi na sljedecu jednakost:
log(l + a* )- (100 + b2 )= log 40ab , tj.
(1+a%)-(100+b?)= 40ab,

Ovu jednakost transformiramo u kvadratnu jednadzbu po «a
(100 + 5% Ja® —40ab +100+ > = 0

40b +4/(406) —4(100 + 52 ]

‘7 (100+bT

Posto je a € R, to mora biti D >0, tj.
(406) —4(100+ 5% f = —4{b? + 205 +100)p> - 206 +100)> 0, .
(b+10)(p-10) <0,

Ovdje jedino vrijedi jednakost i to kad je b =10 (uvjet zadatka je b > 0),atadaje a=1,
Kona¢no imamo a+b=11.

q.e.d.
Zadatak 3.
e - .o l1-cos’x sin’x 5
Primijetimo najprije da je ——1= > = S—=1g7x.
cos” x cos” x cos” x

Dana jednadZba je ekvivalentna sa
tgx + 6ctgx = Itgx\ —43 (l)

Ako je 7gx > 0, tada imamo 1gx + 6¢ctgx =tgx—4\5 &> cIgx = —gg <0,pajeirgx<0,

Sto je kontradikcija.
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Dakle mora biti 7gx < 0, pa iz (1) imamo 7gx +6- L —tgx —4+/3 , nakon sredivanja
1gx

imamo: 1g°x + 2\/§tgx +3=0 < (tgx+\/§)2 =0 & 1gx = —3.

RjeSenje je x:%[+k7z, keZ.

q.e.d.
Zadatak 4.

Neka su a i b duljine temeljnog i pobo¢nog brida. Tada je

8a+4b =2a’ +4ab, tj.

2b=ala+2b-4) (1)

Odakle slijedi da je a paran broj. Ako je a =24’ , tada je

b=ala' +b-2)=na,gdjeje ne N.

Uz b=na (neN) iz (1) slijedi:

2na = ala +2na—4)

2n=a+2na-4, tj.
2n+4 3

a= S a=1+ .
2n+1 2n+1

Zbog a € N, nuino je n=1.

Konacno je a=2 i b=2.

Imamo kocku sa zbrojem duljina bridova 12-2 = 24 i oploSjem 6-4 =24,

q.e.d.

IV. RAZRED

Zadatak 1.

a) Stavimo z = x + yi, (x,y € R). Dobivamo:
x> =3xy’ +3x°yi—yli=x—yi
i odavde

x(x2 -3y’ —1)

0
y(Zvc2 -y*+ 1)= 0

Moguénost x =0 daje y(—y2 +1): 0,tj. y,=0,y, =1y, =—1.

AKo je x —3y> —1=0, tada iz x> =3y +1 dobivamo y(9)” +3— > +1)=0 <
y(8y* +4)=0 i odavde y=0,x =*I.

Postoji dakle pet rjeSenja: z, =0,z, =1, z, =i, z, =1, z;, =—i.

b) Najprije dobivamo: |z|= ‘2‘ =‘zs‘ = ‘z‘s,
Pa mora biti |z| =0 ili |z‘4 =1tj. |z =1.

Odavde dobivamo prvo rjeSenje z, =0.
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Neka je sad z # 0. MnoZenjem pocetne jednakosti sa z dobivamo ekvivalentnu:
zz=2" = ‘zl2 =z%, tj.

1=2%iodavde z=4/1.

RjeSenja ove jednadzbe su z, = cos 2];” + isin s k=12---6.

Tako dobivamo:

13 1 3 1 3 1 3
+1 z, =——+Ii = 5 5 —

Zadatak 2.

Tvrdnju ¢emo dokazati matemati¢kom indukcijom.

Za n =1 lijeva i desna strana su jednake 3.

Pretpostavimo da je tvrdnja to¢na za neki prirodan broj ke N.
Tada je

3a, +5a, +Ta, +---+(2k +1)a, +(2k +3)a,,, ={(k+1)a, —%k(k+])+(2k+3)a,‘+] ,

1

a odavde koriStenjem g, =a,, T
+

dobivamo

3a, +5a, +7a, +---+ 2k +Va, +(2k+3)a,., =(k+ 1)2(%1 - %

1
" J—Ek(k +1)+(2k +3)a,,, =

= (k> + 2k + 1), —(k +1)—%k(k+ 1)+ (2k +3)a,., =

—(k+2)a,, —%(k+1)(k+2).
q.e.d.

Zadatak 3. Isti kao 3. zadatak za treci razred.

Zadatak 4. Isti kao 4. zadatak za treéi razred.

| ZADATKE PRIPREMIO

ZaL.ILIILiIV.razred ..ccccooeeeiinerinnniiineciinicinnecinniieneens NIKO SUSAC, prof.

[ NATJECATELJSKA KOMISIJA- S§

1. NIKO SUSAC, prof. , ,
2. mr. IVANA MILINKOVIC ROSIC
3. dr. LJILJANKA KVESIC
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REZULTATI NATJEQANJA IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH
SKOLA FEDERACIJE BIH

I. RAZRED

Ime i prezime ucenika

Skola i mjesto

I. mjesto Ehvan Gradanin Srednja strukovna $kola Jajce
I1. mjesto Nikica Perié¢ Gimnazija fra Dominika Mandica Siroki Brijeg
I11. mjesto Martina Juric Gimnazija Livno
II. RAZRED
Ime i prezime ucenika Skola i mjesto
I. mjesto Tea Jozi¢ Gimnazija Livno
I1. mjesto Nikola Mandi¢ Gimnazija fra Grge Martica Mostar
I11. mjesto Mateo Stjepanovi¢ Franjevacka klasi¢na gimnazija Visoko
II1. RAZRED
Ime i prezime ucenika Skola i mjesto
I. mjesto Ivan Bartulovi¢ Franjevacka klasi¢na gimnazija Visoko
I1. mjesto Miladen Peji¢ KSC ,.sv. Franjo* Tuzla
I11. mjesto Stanko Colak Gimnazija fra Dominika Mandica Siroki Brijeg
IV. RAZRED
Ime i prezime ucenika Skola i mjesto
I. mjesto Kristina KrZelj Gimnazija Livno
I1. mjesto Branimir Krtalié¢ Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar
ITI. mjesto Denis Culjak Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar

13




UCENICI KOJI SU SE PLASIRALI NA NATJECANJE 1Z

MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA NA RAZINI BIH

Red. | Ime i prezime RAZRED Skola i mjesto

broj | udenika

1. Ehvan Gradanin | L. Srednja strukovna Skola Jajce

2. Tea Jozié IL. Gimnazija Livno

3. Ivan Bartulovi¢ | III. Franjevacka klasi¢na gimnazija Visoko

4. Kristina Krzelj | IV. Gimnazija Livno

5. | Mladen Peji¢ 1L KSC ,,sv. Franjo“ Tuzla

6. Stanko Colak I11. Gimnazija fra Dominika Mandi¢a Siroki Brijeg
7. Stipe Juréevi¢ I1I. Gimnazija Marka Marulica Tomislavgrad
8. Josip Sari¢ I11. SS Kupres Kupres

9. Branimir Krtali¢ | IV. Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar

10. | Denis (‘fuljak Iv. Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar

UCENIK KOJI SE PLASIRAO NA BALKANSKO NATJECANJE 1Z
MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA

Ivan Bartulovié

IIL. razred

Franjevacka klasi¢na gimnazija Visoko
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