ZADACI

I. RAZRED

1z skupa od » uzastopnih prirodnih brojeva, medu kojima je i broj 1, jedan je
broj ispusSten. Aritmeticka sredina preostalih brojeva je 125’% .

Koji je broj ispusten?

Nacrtati graf funkcije y = (4m +6n — 2jx| +2m+3n za one vrijednosti m i n,za

1

koje izraz 5 >
4m* +12mn+9n° +1

ima najvecu vrijednost.

mx—2y=3
Za koje cjelobrojne vrijednosti parametra m sustav jednadzbi ’ ima
3x+my=4

rjeSenje (x, y) za koje vrijedi x>0, y<0?

4. Akoje a+b+c=0, a’ +b* +c* =1, koliko je a* +b* +¢* 2

II. RAZRED

1.

Izra¢unaj koliko je z'® +z'" + z' +2'® + '™ | ako je z kompleksni broj za koji

vrijedi z+z"' =1.

AKko su ag,b,c duljine stranica nekog trokuta, onda su rjeSenja jednadzbe

b’ x? +(b2 +c’ —a:)vc+c2 =0
kompleksno konjugirani brojevi. Dokazati!

Zakoje a € R jednadzba x* —1 = a— x ima rjeSenje?
(Napomena: zadatak je rijeSen ako je ufinjena korektna diskusija rjesenja.)

Duljine ortogonalnihiprojekcija visine na hipotenuzu pravokutnog trokuta na
katete tog trokuta jednake su 12cm i 16cm. Kolika je duljina hipotenuze tog
trokuta?

10



III. RAZRED

1. Rijesi jednadzbu 10g3(3" - 1)- log, (3“2 - 9)+ 3 =0 u skupu realnih brojeva.

3

2. SredisStem upisane kruZnice trokuta 4BC povudena je usporednica sa stranicom
AB , koja stranice CA i CB sijece u tockama P i Q. DokazZite da vrijedi:
|PO|=[4H+|BQ|.

3. Koliki je kut a trokuta ABC ako za kutove a,f i y toga trokuta vrijedi da je
sin’ B+sin’y—sin“a
sin Bsiny

L.

4. Oko kugle polumjera » opisan je uspravni krnji stoZac. Prikloni je kut izvodnice
s krnjega stoSca prema njegovoj bazi rjeSenje jednadzbe

.5 4
sin” @ +cosa + cos2a = —,

1. Izracunaj oplo§je i volumen krnjeg stoSca.
2. PokaZi da je omjer oplo§ja zadanih tijela jednak omjeru njihovih
volumena.

IV. RAZRED

1. Trirealna broja a,b,c €ine aritmeticki niz, a njihovi kvadrati (uzeti istim redom)
¢ine geometrijski niz. Odredi kvocijent (koli¢nik) tog geometrijskog niza.

. . x 1
2. Ako se totka w nalazi u poluravnini Re(w)> 1, dokazati da se tofka z = —
w

1
<—.

nalazi u krugu 5

7
2

3. Koliki je kut a trokuta ABC ako za kutove ,f i ¥ toga trokuta vrijedi da je
sin’ B+sin’y—sin"a _

1.
sin Bsiny

4. Oko kugle polumjera » opisan je uspravni krnji stoZac. Prikloni je kut izvodnice
s krnjega stoSca prema njegovoj bazi rjeSenje jednadZzbe

.5 4
Sin~a +cosa + cos2a :g,

a. lzracunaj oplo§je i volumen krnjeg stoSca.
b. Pokazi da je omjer oploSja zadanih tijela jednak omjeru njihovih
volumena.
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RJESENJA

I. RAZRED

Zadatak 1.

Da je ispusten broj 1, aritmeti¢ka sredina ostalih brojeva bila bi jednaka

1
- n(n + 1) -1 )
2 = 5 Kad bi bio ispusten najveci broj (broj ), aritmeticka

n—1
sredina ostalih brojeva bila bi g

Dakle, 2 <12 <2
27 )3

. Odatle slijedi 22.6 <n<24.6,teje n=23 ili n=24.

Lako se vidi da je n =24, te je ispusten broj 17.
Zadatak 2.

1 1
Am?* +12mn +9n* +1 - (2m+3n)2 +1

lzraz ima najvecu vrijednost kada

nazivnik ima najmanju vrijednost, a to je kada je 2m+3n=0.

Tada je 4m+6n = 2(2m + 3n) =0, to jest y = —2!x|.

Zadatak 3.
m =2 5 3 -2 m 3
= =m"+6,D, = =3m+8, D, = =4m—9. Za sve realne
3 m m 713 4

vrijednosti parametra m dani sustav ima jedinstveno rjeSenje:

_3m+8 _4m-9

X , Y = .
m” +6 4 m* +6
Prema tome, slijedi da je
3m+38 8 4m -9 9 .
5 >0 = m>——, > <0 => m<—,tj.
m”+6 3 m°+6 4
8 9
——<m<=.
4
Kako je m cijeli broj, to je m e {— 2,—1,0,1,2}.
Zadatak 4.

v
at + b+t = (a2 +b% + cz) - 2(azb2 +a*ct+ bzcz)
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= (a2 +b% + cz)2 - 2((ab +ac+be) —2abc(a+b+ c))

=1-2(ab +bc + ac)2

Nadalje je 2(ab+bc+ac)= (a+b+c)2 —(a2 +b? +Cz): -1

= (ab+bc+ac)=—%,teje

bt et =1-2.1 l.
4 2

1I. RAZRED

Zadatak 1.

1z z+—l-=1:>22—z+1=0:>(z+1)-(zz—z+1):0 =2 +1=0=>2" =-1.
z

Zatim imamo redom z'® + z'%" 4+ 7' 4 710 4 ;10 = z'°°(1+ z+z 423 +z4)=
2299-2(1+z+zz-1+24) =-z (z+22+z4) =—22(1+z+z3)=

=-z'=1
Zadatak 2.

Kako je svaka stranica trokuta veéa od apsolutne vrijednosti razlike a manja od
zbroja druge dvije stranice, to imameo 0 < Ib ~ c| <a<b+c.Nakon kvadriranja

imamo b*> —2bc + ¢ < a® < b® +2bc + ¢’ . Nakon pregrupiranja imamo:
b*+c¢’ —a’ <2bcib’+c*—a’ >-2bc.
Dakle, —2bc <b’ +c’ —a’ < 2bc, tj. |b? +c” —a’| < 2bc
Nakon kvadriranja ove nejednakosti, dobivamo:
(b2 +c? —a2)2 <4b’c?, odnosno
(B> +c> —af —4bc? <0 (1)
Kvadratna jednadZzba s realnim koeficijentima ima konjugirano kompleksna

rjeSenja ako i samo ako je njezina diskriminanta manja od nule.
Diskriminanta naSe kvadratne jednadZbe je:

D= (b2 +c? —a2)2 —-4b%c?,
Na temelju (1) vidimo da je D <0, §to je i trebalo dokazati.
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Zadatak 3.

Da bi obje strane jednadZbe bile definirane treba biti: x> -1>0i a—x>0.
Pod ovim uvjetima jednadZzbu moZemo kvadrirati. Imamo:
x*~l1=a*-2ax+x’
2ax=a’ +1
Kada bi bilo ¢ =0, onda bi imali 0 =1, $to je nemoguce. Znaci g # 0, pa je
B a’ +1
"~ 2a
Provjerimo za koje a € R rjeSenje jednadzbe ispunjava uvjete x> —~1>0i a—x>0.

X

(";IJ 120 a* +2d7 +1-4d” 20 (a® -1 20,
a

Znadi uvjet x* —1> 0 je ispunjen za svako realno a = 0 (l)
Provjerimo drugi uvjettj. a—x=0.
a® +1 50 (a—])(a+l)
2a 2a
ae[-1,0)U[L+w) (2)
Iz (1) i (2) slijedi da dana jednadzba ima rjeSenje za a € [— 1,0)U [1,+oo).

Imamo a-

> 0. RjeSenje ove nejednadzbe je:

Zadatak 4.

Najprije, v =|CD| = 20cm (vidi sliku) Zatim iz | DE|’ =|4E|-|CE| (visina iz vrha
pravog kuta trokuta ADC je geometrijska sredina ortoganalnih projekcija kateta na
hipotenuzu tog trokuta) imamo lAE| =9cm. Potom je |AD] =15cm,aiz 20* =15p

slijedi p = 8—30—cm . Dakle ¢ = 41§cm.
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III. RAZRED

Zadatak 1.

Logaritamska funkcija je definirana za pozitivne vrijednosti argumenta, to je
3"-1>0 i 3" -9>0.0davde je 3" >1, paje x >0. Dakle rjelenje jednadzbe
trazimo u intervalu x € (0,+oo).

Kako je log, a = -log, a, to danu jednadZbu moZemo napisati u obliku
3

~log,(3* —1)-log, 9(3* 1)+ 3 =0.

Uvedimo smjenu log3(3“ - 1): y (1)
Sada imamo jednadzbu — y(2+ y)+3=0
(y+1) =4
»y=-3 y,=1.

Uvrstavanjem u (1) imamo: 10g3(3“ - ): -3 i 10g3(3"' —1):1
3 -1=3" 3*-1=3
3"=1+L 3" =1+3

27
3' = 28 3'=4
27
pe e P 28 .
Logaritmiranjem po bazi 3, imamo: x, =log, > i x, =log, 4.

Zbog —2—3—>1 i 4>1 imamo: x1=10g3§§>0i x, =log,4>0.

Dakle, oba ova rjeSenja pripadaju intervalu (O,+oo) pa su i rjeSenja dane jednadzbe.
Zadatak 2.

Vrijedi £LBAO = LOAP (simetrala kuta);
£BAO = ZAOP (jer je OP|| AB).
Zbog toga je LOAP = ZAOP pa je trokut AOP jednakokracan i IAPI = |P0].

Isto tako je |BQ] = ‘OQ|.
Iz |AP|+|BQ| = |PO|+]|0Q) slijedi |PQ|=|4P|+|BQ).
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Zadatak 3.
b C

Iz poucka o sinusima —— = —— = —
sined sinf siny

=k dobivamo

sina =2 sinﬂ-—2 i siny=S pa je
P A

b ¢t 4l

: . : — 4
sin’ B+sin’y-sina@ _j2 j* j: b +c’-a’

sin Bsiny bc be
K
. . . b+t -a’ . s 72 2 2 .
Dobivamo, prema uvjetu zadatka da je ErT— =1,tj.daje b +c” —a” =bc.
c

Po poucku o kosinusu slijedi da je 2cosa =1, tj. da je cosa = %
Buduéi da je a < (0°,180° ) mora biti & = 60°.
Zadatak 4.

a) Promotrimo sliku na kojoj je prikazan osni presjek zadanih tijela.
Cetverokut ABCD tangencijalni je Cetverokut, pa je 2R +2p = 2s.

Iz zadane jednadZbe dobiva se da je cosa = %

1
Iz trokuta ADE dobivamo da je P cosa = 3’ paje R=2p (1)

R+p
z istoga je trokuta po Pitagorinu poutku 4> = s> — (R - p)’ =8p> (2)

Iz (l) i (2) dobiva se da je p = —r—\z/—i i R=r+2,pa je volumen krnjeg stoSca

V, = — njegovo.je oplosje O, = 7r’x.
ar’m
9) -2 V O, 4
b) - = 3’3 =£, -—"—:4’2”=§-.Dakle, Zh Yk T
. Ir'm 7 O, Trm 7 Ve O, 7
3
D p_C
P
s
r R
a K
A E R B

16



IV. RAZRED

Zadatak 1.

Iz uvjeta zadatka imamo da je a+c=2b i a’c® = b*. Iz prve jednakosti je

a =2b-c. UvrStavajuéi u drugu jednakost dobivamo (26 —c)’ ¢’ = b*, tj.

c*abc’ +4b*c? - b =0. (*)

Pri dijeljenju jednakosti (*) s b* (b#0, jer bi u suprotnom traZeni kvocijent bio
neodreden) dobivamo

() e o) e

$to je jednadZba Cetvrtog stupnja po E , pa imamo

( M&j % +4}—1—0 odnosno

5(5— ) —(m—zJ 1/=0, odakle dobivamo
b\ b
c c
= —_1+\/_ ——l—x/i,odnosno
b b
2 2 2
Zadatak 2.
« . a b c .
Iz poucka o sinusima — =— = — =k dobivamo
sin@ sinf8 siny
sing == sinﬂ—é i siny=— paje
P PR A
br ¢ a?
sin2ﬂ+sinz}'—sin2a_k_2*-7(—7—1(_2_b2+cz—a2
sin Bsiny bc bc
K
: . . b+t -d’ Co a2 s
Dobivamo, prema uvjetu zadatka da je —b—:l,tj.da]eb +c¢°~-a” =bc.
c

Po poucku o kosinusu slijedi da je 2cosa =1, tj. da je cosa = % .
Budu¢i da je a e (0°,180° ) mora biti @ = 60°.
Zadatak 3.

Imamo niz ekvivalencija, ako je w=x+yi i x>1:
1-x<016(1-x)<0 < 16(1-x)+4x’ +4y2 <4x? +4y?

@4[(2 x) +yJ<4x +4y’ c>2\/2 x) +y? <\/2x 2y)
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& 2(2-x)-yif <px+2y] o2 Ly 2-(x+yi)l 1
2(x+y1) 2 2(x+y1) 2
1 1l 1 1 1}1 1 1
| <o =< z——<—.
x+yi 20 2 w 2| 2 21 2
Zadatak 4.

a) Promotrimo sliku na kojoj je prikazan osni presjek zadanih tijela.
Cetverokut ABCD tangencijalni je Cetverokut, pa je 2R +2p = 25.

1z zadane jednadZbe dobiva se da je cosa = l

Iz trokuta ADE dobivamo da je R=p =
R+p

zistoga je trokuta po Pitagorinu poutku 4-2 = s> —(R— p)’ =8p> (2)

cosa=§,paje R=12p (1)

Iz (1) i (2) dobivaseda je p = %/z iR= rw/i, pa je volumen krnjeg stoSca

Trrm

V,= 3 , a njegovo je oplosje O, =7r’x.
ar’z
v, 0, 4 v, O, 4
b) = 33 :i, k= rzlz‘:fl_.Dakle, S S
Ve Trim 7 Oy Trim 7 s PR
3
D p_C
p
s
r R
< 1
A E R B
ZADATKE PRIPREMILI

Za 1L 11L. i IV. razred

................................................ NIKO SUSAC, prof.
Za I.razred

.................................... IVANA MILINKOVIC ROSIC, prof.

NATJECATELJSKA KOMISIJA- SS

1. NIKO SUSAC, prof.
2. NIKOLA RAGUZ, prof.
3. IVANA MILINKOVIC ROSIC, prof.
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REZULTATI NATJECANJA 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH
SKOLA FEDERACIJE BIH

1. RAZRED

Osvojeno

Ime i prezime

Skola i mjesto

mjesto
I. mjesto

Mladen Peji¢

KSC "Sv.Franjo'' Tuzla

I1. mjesto

Stipe Jurcevié

Gimnazija Marka Maruli¢a Tomislavgrad

II1. mjesto

Ivan Bartulovié

Franjevacka Klasi¢na gimnazija Visoko

1. RAZRED

Osvojeno
mjesto

Ime i prezime

Skola i mjesto

I. mjesto

Robert Mati¢evi¢

KSC "Sv.Franjo'' Tuzla

Il. mjesto

Karlo Vidovié

Srednja Skola Vitez

I11. mjesto

Lucija Lovri¢

Gimnazija Fra Dominika Mandi¢a Siroki Brijeg

I1I. RAZRED

Osvojeno

Ime i prezime

Skola i mjesto

mjesto
I. mjesto

Marko Gali¢

Gimnazija Fra Dominika Mandica Siroki Brijeg

I1. mjesto

Antonio Soldo

Gimnazija Fra.Grge Marti¢a Mostar

I11. mjesto

Karolina Mlaki¢

Srednja Skola Vitez

IV. RAZRED

Osvojeno

Ime i prezime

Skola i mjesto

mjesto
I. mjesto

Jakov Konta

Gimnazija Livno

11. mjesto

Tomislav Baskarad

Srednja Skola Vitez

III. mjesto

Ana Bevanda

Gimnazija Fra.Grge Marti¢a Mostar
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UCENICI KOJI SU SE PLASIRALI NA NATJECANJE IZ
MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA NA RAZINI BIH

1. Mladen Peji¢ KSC "Sv.Franjo' Tuzla

2. Robert Matigevié KSC "Sv.Franjo'' Tuzla

3. Marko Galié¢ Gimnazija Fra Dominika Mandi¢a Siroki Brijeg
4. Antonio Soldo Gimnazija Fra.Grge Marti¢a Mostar

5. Karolina Mlakié Srednja Skola Vitez

6. Jakov Konta Gimnazija Livno

7. Tomislav Baskarad Srednja S$kola Vitez

8. Ana Bevanda Gimnazija Fra.Grge Marti¢a Mostar

9. Sara Sakota Gimnazija Fra Dominika Mandi¢a Siroki Brijeg
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