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PROGRAM NATJECANJA — SREDNJE SKOLE

09:30 Sastanak profesora-pratitelja uc¢enika

10:00 Svecano otvaranje natjecanja

Sudionike natjecanja i goste pozdravili su:
Fra. Stipo Alandzak, ravnatelj FKG Visoko
Marinko Antunovié, predsjednik UMRB Zepée

Lidija Bradara, predsjednica Federacije BiH koja je i otvorila
natjecanje

10:30-13:30 Natjecanje ucenika — izrada zadataka

13:00-15:30 Rad komisija — pregled u¢enic¢kih radova

12:00-15:00 Rucéak za sve sudionike natjecanja

15:30 NesluZbeni rezultati natjecanja (pod Siframa)

15:30-16:00 Reklamacije ucenika-natjecatelja Natjecateljskoj komisiji

16:30 Proglasenje sluzbenih rezultata natjecanja, dodjela diploma i nagrada

najuspjesnijim ucenicima

17:00 Zatvaranje natjecanja



ZADACI

1.RAZRED

1. Nekasu brojevi x,y,z,a,b,c > 0ia,b,c € Z. AKko je b aritmeti¢ka sredina za a i c,

a y geometrijska sredina brojeva x i z, dokazati da je x?y¢z® = xy®zP.

2. Rijesite algebarski i graficki sustav jednadzbi

{le +lyl=3
2ly| —x =2

3. Odrediti sve pravokutnike, ¢ije su duljine stranica cijeli brojevi, kojima je opseg

brojno jednak povrsini.

4. Dana je kruZnica s polumjerom 2. KruZnica s polumjerom 2 ima srediste na toj

kruznici. Kolika je povrSina osjencenog dijela lika?

2 . RAZRED

1. Odrediti sve kompleksne brojeve z takve da vrijedi

ZH2) _ 1 2 -
Im(z_i)—l i Re(z2+1) =1.

2. QOdrediti broj cjelobrojnih rjeSenja nejednadzbe:
|x? —9x — 1| < V21.
3. Rijesiti jednadZzbu
(x2 +3x—4)3+ (2x* —5x+3)3 = (3x%2 —2x — 1)3.

4. TeziSnica AD trokuta ABC sijeCe kruZnicu upisanu u trokut u tockama M i N.
Odrediti 2MSN (S je srediste upisane kruznice) ako je
|AB| + |AD| = |AC].
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3. RAZRED

1. Zadani su brojevi a; =log,(3*—1), a, =log,(9%* —3**1 +2) i
a; = log,(3 — 3%). Odredite sve vrijednosti x za koje su sva tri broja definirana a
zatim rijeSite jednadzbu

aq + as = 2a2.

2. Stranice trokuta tri su uzastopna prirodna broja, a jedan od kutova trokuta je dva

puta veci od jednog od preostala dva kuta. Odredite duZine stranica tog trokuta.

3. Neka je § vrh trostrane piramide SABC, takve da je |SA| = |SB| = |SC| = a,
4ASB = 60°, 4ASC =90°, 4BSC = 120°. Dokazati da je baza ABC pravokutni

trokut i odrediti oplosje piramide.

4. Zbroj znamenki broja x jednak je y, a zbroj znamenki broja y jednak je z. Odredite

x,akojex+y+z = 60.

4. RAZRED

5. Dokazati da je broj 32" — 1 djeljivs 22, zavn €N, n > 1.

6. Nacisve z € C za koje vrijedi

. . exy e e 4_ 5 . . ey
7. Kutovi konveksnog mnogokuta tvore aritmeticki niz, X,2%3X, . Koliko najviSe

stranica moZe imati takav mnogokut?

8. Nadite sve funkcije f: R — R koje zadovoljavaju sljedece uvjete

) f+fO)=fx+y)+1,  VxyeR
2) f(x) jestrogo rastuéa, tj,. x>y = f(x)> f(y), Vx,y €R.



RJESENJA

1. RAZRED

Zadatak 1. Neka su brojevi x,y,z,a,b,c > 01a,b,c € Z. AKo je b aritmeti¢ka sredina za

aic,ay geometrijska sredina brojeva x i z, dokazati da je x?y°z® = x“y®z>.

RJESENJE:
Djeljenjem dobijemo .
c,a
odnosno
xb-cyc-aza-b _ 1 )
Na osnovi pretpostavki imamo
2b=a+c ili a-b=b-c
[
y? = xz.

UvrStavanjem u izraz (1) imamo
b—c,,c—a_ ,a—b _ b—c.,c—a_ b—c _ b—c,,c—a _ 2\b—c.,,c—a
x0Ty = x0Ty 27 = (xz)" "y = ()7 YN

Daljnjim sredivanjem dobijemo

2b—-2c+c—a _ ,2b—c—-a _ ,,a+c—c—a _ ,,0 _
y =y =y =y =1

x| + 1yl =3

Zadatak 2. RijeSite algebarski i graficki sustav jednadzZbi {Zlyl =2

RJESENJE:

Graficko rjesenje je na slici:



Algebarski, rijeSimo sustav supstitucijom. Iz druge jednadZbe imamo |y| = g + 1.
UvrStavanjem u prvu jednadZbu dobijemo

x|+ =2
x| +5=2
1. Zax<0 2. Zax=>0
+2-2 +2-2
T3 T =
x=-4 x—f
3
Ml=—t1=-1 vl =2
yl=—+1= yl=3
Nema rjeSenja. 5
J’1,2:i§

"’ . C . 45\._ (4 5
Znadi, sustav ima dva rjeSenja: 4 (5, 5) I B (5, - 5)'

Zadatak 3. Odrediti sve pravokutnike, ¢ije su duljine stranica cijeli brojevi, kojima je

opseg brojno jednak povrsini.

RJESENJE:

Iz zadatka je poznato
2a+ 2b = ab.

Uvedimosmjenua =c+ 2, b =d + 2, te imamo:



2(c+2)+2(d+2)=(c+2)d+2),
2c+4+2d+4=cd+ 2c+ 2d + 4.
slijedi da je cd = 4.

Posto je uvjet da su stranice cjelobrojne imamo dva rjeSenja:
1) c=d=2 = a=b=4Iili

2) c=1,d=4 = a=3, b=5.

Obrnutoj kombinaciji ¢ = 4, d = 1 odgovara isti pravokutnik.

Zadatak 4. Dana je kruZnica s polumjerom v/2. KruZnica s polumjerom 2 ima sredite na

toj kruznici. Kolika je povrSina osjencenog dijela lika?

RJESENJE:

Neka su Sy i S, srediSta kruZznica, a A i B presje¢ne tocke, pa vrijedi

|5152| = |51A| = |S1B| = \/7 i |52A| = |SzB| = 2.



AAS{S, i ABS.S, su jednakokracni
B pravokutni s pravim kutom u tocki S;.
AAS,B je pravokutan s pravim kutom u
to¢ki S, (obodni kut nad promjerom
kruZnice AB).
TraZena povrSina tada je jednaka razlici

polovice povrsine kruga s polumjerom /2

i kruZznog odsjecka $to ga od kruga s
polumjerom 2 odsjeca tetiva AB.
P,g = in’ 2% — % (razlika izmedu cetvrtine povrsine kruga s polumjerom 2 i povrSine

trokuta AAS,B)

Znati, P=1n-(V2) - (3m-22-%2), 4. P=2

2. RAZRED

Zadatak 1. Odrediti sve kompleksne brojeve z takve da vrijedi

zZ+2\ _ ; 2 _
Im(z_i)—l i Re(z2+1) =1.

RJESENJE:

Uvrstavanjem z = x + iy , imamo:

z+2 x+iy+2 2+i_2x—y+4+x+2y+2_
2—i  2-i 2+i s 5

zZ2+1=(x+iy)?+1=x%*+2xyi—y*+1,

tj.

[ <z+2)_x+2y+2
™27 s

Re(z? +1) = x* —y* + 1.

Uvjeti se svode na sustav



x+2y+2

5 ’
x>—y2+1=1
x+2y=3
{xz—yzzo'

Iz druge jednadzbe imamo x? = y?, odnosno x = +y. Uvritavanjem u prvu jednadZbu
dobijemo x = -3 ili x = 1.

Znaci, rjeSenja su

ZI=_3+3i i ZZ=1+i.

Zadatak 2. Odrediti broj cjelobrojnih rjeSenja nejednadzbe:
x*—9x —1| <V21.

RJESENJE:

Imamo sustav

—/21<x?-9x—-1<+21.

RjeSenje prve nejednadzbe
x*—9x—1++/21>0 je:

RjeSenje druge nejednadzbe
x2-9x—(1+./21) <0 je:

2 2
9 |85 9

xllz—ii T— 21 xllz—ii —++v21
9 |1 9 |1

X12==% |=—V21+21 x12 =21 [-+V21+21
27 |4 27 .4
9 1 2 9 1 2

X12 :Ei (E—\/ﬁ> X122 :Ei <E+\/ﬁ>

x1=5—v21, x2=4‘+\/21,

x1=5+\/21, x2=4_V21,

x € (—0,5 — V21| U [4 + V21, +).

x € [4—+21,5+V21]
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Rjesenje sustava je [4 — V21,5 —v21] U [4 + V21,5 + V21].

Kako je -1 <4-+v21<0<5-+v21<1 I 8<4++V21<9<5++v21<10,

slijedi da su jedina cjelobrojna rjesenja 01i9.

Zadatak 3. Rijesiti jednadZbu
(x2+3x—4)3+ (2x* —5x+3)3 = (3x%2 —2x—1)3.

RJESENJE:
Primjetimo da je x? + 3x — 4 + 2x? — 5x + 3 = 3x% — 2x — 1, pa uvodimo smjenu
x*+3x—4=a
2x2 —-5x+3 =b.
Tada je 3x2 — 2x — 1 = a + b. Polazna jednadzba je ekvivalentna sa
a® + b3 = (a + b)3,
odnosno
ab(a + b) = 0.
Stoga su rjeSenja polazne jednadzbe korijeni kvadratnih jednadzbi
x2+3x—-4=0
2x>—-5x+3=0

3x2-2x—-1=0,

3 1
odnosno x € {—4, 1,5, - 5}.

Zadatak 4. TeziSnica AD trokuta ABC sije¢e kruZnicu upisanu u trokut u tockama M i N.

Odrediti ZMSN (S je srediSte upisane kruZnice) ako je

|AB| + |AD| = |AC|.
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RJESENJE:

Neka su a, b, ¢ stranice trokuta ABC, t, teZiSnica
AD i neka je h udaljenost od sredi$ta S upisane
kruznice do pravca AD, h = |SE|.
Kako je |AC| > |AB| = £BAD > 4CAD, pa toc¢ka
S lezi unutar AABD.
Otuda je
Paagp =%(c-r+§-r+ta-h),

a kako je

Pyapc = 2 Ppgpp

i Pagpc = %(a +b+O)r,

slijedi da je

1 a
E(ar+br+cr)= c-r+E-r+ta-h

Srb—c)=t,-h,

uvrstavanjem danog uvjeta u obliku b — ¢ = t,, slijedi da je h = g

Iz tog slijedi cos (4NSE) =3, pa je trazeni kut |4MSN| = 120°.

3. RAZRED

Zadatak 1. Zadani su brojevi

a, =log,(3*—1), a; =1log,(9*—3*1+2) i

a; = log,(3 — 3%). Odredite sve vrijednosti x za koje su sva tri broja definirana a zatim

rijeSite jednadzbu

aq + as = 2a2.
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RJESENJE: Uvijeti su:

3*~1>0 9* _3**1 4 2>90 3—-3*>0
3*>1 smjena: 3* =t 3*<3
t?2-3t+2>0
t-1)—-2)>0
t e (—o0,1)U(2,+00)
x>0 X € (—0,0) U (logs2, +x) x<1

Presjek sva tri uvjeta je

x € (log;2,1).

Postavljena jednadZzba se svodi na

logz(3* — 1) + log,(3 — 3%) = 2log,(9* — 3**1 + 2),

logz(3* — (3~ 3Y) = logy(9* — 3" + 2).

Uz smjenu 3* = t dobijemo jednadzbu

¢ija su rjeSenja

t-DB-t)=C-1D(E-2),

a) t=1= x=0¢(log32,1)

b) t= ; = x= loggg € (log32,1) jedino je rjeSenje jednadzbe.

Zadatak 2. Stranice trokuta tri su uzastopna prirodna broja, a jedan od kutova trokuta

je dva puta ve¢i od jednog od preostala dva kuta. Odredite duZine stranica tog trokuta.

RJESENJE:

Neka je a=n—1, b=n, c=n+1. Tada je a < B <y. Razmotrimo tri moguca

slucaja.

1) B = 2a, koriste¢i sinusni i kosinusni poucak dobijamo

cosa =

sin2a _ sinf b

2sina_ 2sina 2a 2(n—1)

13




—a2+b2+c2__ n+4
2bc T 2m+1)’

cosa =

odakle slijedin = 2,tj. a =1, b = 2, ¢ = 3, §to je nemoguce.

2) y=2a =
_ n+1
cosa—z(n_l)
_ n+4
cosa = ——- D
=n=>5t.a=4,b=5c=6.
3 y=2 =
n+1
cosB ==
n%+2
cosh = sy
=>n1,2=3im$N.

2

Prema tome, jedino rjesenje je trokut sa stranicama 4,5 i 6.

Zadatak 3. Neka je S vrh trostrane piramide SABC, takve da je |SA| = |SB| = |SC| =
a, 4ASB = 60°, 4ASC = 90°, 4BSC = 120°. Dokazati da je baza ABC pravokutni

trokut i odrediti oplo§je piramide.

14



RJESENJE:
S
U ASAB, 4ASB = 60° i |SA| = |SB| pa je to
é@ a jednakostrani¢ni trokut, odnosno i |AB| =
a
a.

ASCA je jednakokraéni pravokutni trokut,
pa je |AC| = aV2.

a/2
A U ASBC, 4BSC = 120° i |SB| = |SC|, pa je

|IBC|? = |SB|? + |SC|?> — 2|SB||SC| - cos120° (kosinusni teorem) = |BC| = aV/3.

Kako je |BC|?> = |AB|* + |AC|? slijedi da je AABC pravokutni (pravi kut kod vrha A).

1 : o 2‘/§ 2 2\/§ 2\/2
Prsap =3 |SA|ISB| - sin60° = aTv Pysac = a?, Pyspc = aT, Pyapc = —az :
pa je oploSje piramide
0 = az(\/§+\/§+1).

2

Zadatak 4. Zbroj znamenki broja x jednak je y, a zbroj znamenki broja y jednak je z.

Odredite x, ako je x + y + z = 60.

RJESENJE:

Ocigledno je x dvoznamenkasti broj, tj. x = 10a + b, pri¢emu a,b € {1,2,...,9}ia # 0.

Slijedidaje y=a+b.
1) Akojea+ b <9,tadajeiz=a+ b, paje

60 =10a+ b + 2(a+ b),

15



tj. 12a + 3b = 60, odnosno
4a+ b = 20.

Dakle, u ovom slu¢aju imamo (a, b) € {(4,4),(5,0)}.

2) Akojea+b>10,tadajez=a+ b —9,paje

60 =12a + 3b —9,

tj. 4a + b = 23. Slijedi da je (a, b) = (4,7).

Dakle, x € {44,47,50}.

4. RAZRED

Zadatak 1. Dokazati da je broj 32" — 1 djeljivs 2"*2, zavn €N, n > 1.

RJESENJE:

DokazZimo tvrdnju matematickom indukcijom.
1) Provjerimo vrijedi li tvrdnjazan = 1:

32/ _1=8 2"2=8 = 8=8-1.
2) Pretpostavimo da je za neko n = k, 32° — 1 djeljivo s 2%+2.

3) Provjerimo vrijedi li tvrdnjazan = k + 1:
2 2
327 —1 =372 -1=(3") —1=(3"-1) +2-3%-2=

= (3% - 1)Z +2-(3% 1) = (3% -1) (32 +1).
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Na osnovi 1., 2., i 3. koraka zaklju¢ujemo da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve.

)
Zadatak 2. Na¢i sve z € C za koje vrijedi 1
2

RJESENJE:

Iz prvog uvjeta zadatka imamo:

arg (22 +i-z%) =arg (23(1 + i)) =arg (z3) + arg(1 +1i)

3argz+%=%”+2kn' = argz=§+ ZkT”, k=01,2.
Znadi,
1A 51
= -, =T, - -
Po 3 ?P1 P2 3
Iz drugog uvjeta imamo:
Im(z%) = r®sin(5¢) = 1 = rS = ;
2 2sin(5¢)
Razmotrimo slucajeve za k = 0,1, 2:
k=0 = l _— 1 nemarjeSenja
- 25in5—" - 22_‘/§' ! ja.
k=1 = L -1 jeSenj
= ems. = — 5 NemarjeSenja.
k=2 1 1 1
= = = — = r= To—
2sin 25m gn V3 V3

Rjesenje: z = 1 (cos o + isin 5")
.] .] * - 1% 3 3 .
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Zadatak 3. Kutovi konveksnog mnogokuta tvore aritmeticki niz, x,;x,;x, ... Koliko

najvise stranica moZe imati takav mnogokut?

RJESENJE: Neka je n broj stranica, a kutovi izraceni u stupnjevima. Kako veli¢ine

kutova ¢ine aritmeticki niz, n-ti ¢lan niza je jednak:
1
a, =x+(n—1)-§x.

Kako je mnogokut konveksan, imamo uvjet a,, = x + (n — 1) -%x < 180°. Zbroj

kutova mnogokuta jednak je

1
<2x+§x(n— 1)>n nx(n+5)

> . = (n—2)180°
Slijedi da je
nx(n+5) =6(n—-2)180°,
tj.
_ 6(n—2)180°
n(n+5)

Zakljucujemo da je

_180°-6 - (n—2)(n+2)

1
x+(n—1)-§x— In(n+5) < 180°,
2:-(n—-2)(n+2)
n(n+5)

n?-5m-8<0

5—-+vV57 5+ V57
T<n<T.

Slijedi da je

Prema tome, najvec¢i mogudi broj stranica je 6.

Zadatak 4. Nadite sve funkcije f: R — R koje zadovoljavaju sljedeée uvjete

) f+fO)=fx+y)+1,  VvxyeR
2) f(x) jestrogo rastuéa, tj. x>y = f(x)> f(y), Vx,y €R.
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RJESENJE:

Prema prvom uvjetu

fx+fO) =flx+y)+1=fly+x)+1=f(y+f(x).

Drugi uvjet pokazuje da je funkcija injekcija, pa iz

x+fO)=fO+fx) = x+f@=y+fx).

Specijalno zax = 0 imamo  f(y) =y + f(0).
Uzimajuéi ovdje za argument y + f(x), pa y + x dobijemo:

{f(y+f(x)) =y+f(x)+f(0)
f+x)=y+x+f(0) °
Sada, iz uvjeta, f(y + f(x)) = f(y + x) + 1 slijedi

y+f)+fO0)=y+x+f(0)+1,

Odnosno f(x) = x + 1.

ZADATKE PRIPREMILA
dr. IVANA ZUBAC
NATJECATELJSKA KOMISIJA - S8

1. MARINKO ANTUNOVIC, prof.
2. Dr. IVANA ZUBAC
3. MOMCILO VUJOVIC, prof.
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REZULTATI
NATJECANJA IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBIH
Visoko, 25. oZujka 2023.
razred

1. Ante Penava — Gimnazija fra Grge Marti¢a Posusje
2. Jure Colak — Gimnazija fra Dominika Mandiéa Siroki Brijeg
3. Ana Ostoji¢ — Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar

Il. razred

1. Dragan Boban — Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar
2. Marko Antunovié¢ — Tehni¢ko-obrtni¢ka §kola KSC ,,Don Bosco* Zepée
3. Nika Matijevi¢ — Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar

I11. razred

1. Marijan Vidovi¢ — Skolski centar fra Martina Nedi¢a Orasje
2. Magdalena Grbavac — Gimnazija fra Grge Marti¢ca Mostar
3. Antonija Boskovi¢ — Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar

IV. razred

© 00 N & »n b W DN

1. Andela Milanovi¢ — Franjevac¢ka klasi¢na gimnazija Visoko
2. Mia Cvijanovié¢ — Srednja S§kola Kupres
3. Matea Mejdandzi¢ — Srednja Skola Uskoplje

POPIS UCENIKA KOJI SU SE PLASIRALI NA MATEMATICKU OLIMPIJADU
BIH

Sarajevo, 20. i 21. svibnja 2023.

. Ante Penava - Gimnazija fra Grge Martica Posusje

. Dragan Boban - Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar

. Marijan Vidovié¢ - SC fra Martina Nedi¢a Orasje

. Magdalena Grbavac - Gimnazija fra Grge Marti¢ca Mostar
. Antonija BoSkovi¢ - Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar

. Mladen Mandzo - SS fra Slavko Barbarié¢ Citluk

. Darijo Obad - Gimnazija Capljina

. Robert Bakula - Gimnazija fra Grge Marti¢a PosuSje

. Andela Milanovi¢ - Franjevacka klasi¢na gimnazija Visoko
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ZUPANIJSKA NATJECANJA 1Z MATEMATIKE UCENIKA
OSNOVNIH SKOLA HNZ 1 HBZ

VIIL i IX. razreda odrzana su 1. travnja 2023. (Mostar, Kupres i Tolisa)
V1. i VIL razreda odrzano je 12. svibnja 2023. (Kupres i Bok)

PROGRAM NATJECANJA 1. TRAVNJA

Do 9:00 Dolazak sudionika natjecanja u zgradu Skole domacdina

9:45 Otvaranje natjecanja

10:00-11:30 Natjecanje u¢enika — izrada zadataka

11:00-13:00 Rad komisija — pregled uceni¢kih radova

13:00 Nesluzbeni rezultati natjecanja (pod Siframa)

13:30 Sluzbeni rezultati natjecanja, dodjela diploma i nagrada
najuspjesnijim ucenicima

PROGRAM NATJECANJA 12. SVIBNJA

Do 12:00 Dolazak sudionika natjecanja u zgradu $kole domacina

12:45 Otvaranje natjecanja

13:00-14:30 Natjecanje ucenika — izrada zadataka

14:00-16:00 Rad komisija — pregled u¢eni¢kih radova

16:00 NesluZbeni rezultati natjecanja (pod Siframa)

16:30 Sluzbeni rezultati natjecanja, dodjela diploma i nagrada
najuspjesSnijim ucenicima
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ZADACI

8. RAZRED

1. Koliko posto iznosi broj B =6 — 6 - (% + %) od broja
A= (—4%: (—0.85) — %) : [(—5. 56 + 4.06) - (— ;)]

2. Odredi realni broj a tako da jednadzbe
2 X . 1/1
x-(Za—E) = a—5+4 I E(E_x) =X——
budu ekvivalentne.

3. Kroz jednu cijev utjece u bazen 4. 21 vode u svakoj sekundi, a kroz drugu cijev istjece
3.6l vode u sekundi. Zamjeni li se prva cijev s 4 puta, a druga s 3 puta protoc¢nijim
cijevima (s brzim protokom) bazen ¢e se puniti brZze. Koliko je vremena potrebno
prvoj, a koliko drugoj kombinaciji cijevi da napune bazen od 900hl?

4. Zadan je jednakokra¢ni AABC za koji vrijedi |AC| = |BC]|. Visina iz vrha A na krak
BC dijeli kut 4BAC na dva Kkuta, tako da je njihova razlika 30°. Koliki su unutrasnji
kutovi AABC?

9. RAZRED

1. RijeSite jednadzbu

2. Dokazite da je

V2
4+3V2
racionalni broj.

3. U pravokutnom trokutu ABC duljine kateta su a = 40cm, b = 30cm. AKo je tocka
D poloviSte hipotenuze, a E noziSte visine na hipotenuzu, izra¢unaj duljinu duZzine

DE?

4. Dokazati da razlika proizvoljnog troznamenkastog prirodnog broja i broja koji se
zapisuje istim znamenkama ali u obrnutom redoslijedu ne moZe biti potpuni kvadrat.
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RJESENJA

8. RAZRED

Zadatak 1. Koliko posto iznosi broj B =6 — 6 - G + ;) od broja

A=(-43:(-0.85)—2):[(-5.56 + 4.06) - (—3)|

RJESENJE:

Izra¢unajmo prvo brojeve A i B:

A

(-43:(-0.85) =3):(-5.56 + 4.06)- ()|
1= (- F:10) -3 [or9-(3)]
4= (P )

A—(S 1) 1_9 2_9
B 2)°2 21

Znati,A=x=9,aB=y=1.

Koriste¢i formulu p% = %, imamo da je p% = % ilip=11%.

Zadatak 2. Odredi realni broj a tako da jednadzbe
2 X . 1
x-(Za—E)za—§+4 I —(E—x)zx——
budu ekvivalentne.
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RJESENJE: Rjesenja jednadzbi su:

(2 2)_ x_l_4 1(1 )_ x+1

X a 3 =a 3 AV x|=x 2

2 2x_ x+4 3 1 1 _ x+1 4
ax-——-=a-3 / 1 X=X > /
6ax—2x=3a—x+12 1-2x=4x—-2x—-2
6ax—2x+x=3a+12 4x =3

x(6a—1)=3a+ 12

_3a+12
T 6a-1

Dvije jednadZbe su ekvivalentne ako imaju isto rjeSenje, pa prema tome slijedi

3a+ 12 _ 3
6a—1 4
odnosno
12a + 48 = 18a — 3
—6a = —51,

C e 51 17
pa je rjeSenje a = — = —.

Zadatak 3. Kroz jednu cijev utjece u bazen 4. 21 vode u svakoj sekundi, a kroz drugu
cijev istjece 3.6l vode u sekundi. Zamjeni li se prva cijev s 4 puta, a druga s 3 puta
protoc¢nijim cijevima (s brZzim protokom) bazen ¢e se puniti brZe. Koliko je vremena
potrebno prvoj, a koliko drugoj kombinaciji cijevi da napune bazen od 900hl?
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RJESENJE:

Prva kombinacija cijevi:
4.2-3.6=0.6l u 1s

Vrijeme potrebno da se napuni bazen je:

900hl:0.61 =900 000:6 = 150 000,
tj.
150 000s = 41h 40min.
Druga kombinacija cijevi:
4.2-4-3.6-3=61lu 1s

Vrijeme potrebno da se napuni bazen je:

900hl: 61 =90 000:6 = 15 000,
tj.
15 000s = 4h 10min.

Znaci, prvoj kombinaciji je potrebno 10 puta viSe vremena, jer je:
41 2 4 1_ 10
376

Zadatak 4. Zadan je jednakokra¢ni AABC za koji vrijedi |AC| = |BC|. Visina iz vrha A
na krak BC dijeli kut #BAC na dva kuta, tako da je njihova razlika 30°. Koliki su
unutrasnji kutovi AABC?

RJESENJE: Neka je D noZiste visine iz vrha A na krak BC. Razlikujemo 2 slu¢aja.

1° slucaj:
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4BAD = x = 4CAD = x+ 30° 4BAC = 2x + 30°
AABD je pravokutan, a zbog 4BAC = AABC slijedi
dajex + 2x + 30°=90° tj. x = 20° pa je

4BAC = 4ABC = 70°1 4ACB = 40°,

4CAD = x = 4BAD = x+ 30° 4BAC =
2x + 30°
Sad vrijedi jednadZba
x+30°+ 2x + 30° =90°,
tj. x = 10°, paje
4BAC = 4ABC = 50°i 4ACB = 80°.

9. RAZRED

Zadatak 1. RijeSite jednadzbu
2

(2 x—1> (1 x—2>2_40
3 3 9

RJESENJE:

26



(6—x+1)2 (3—x+2>2_40
9

3 3 9
(7-x?% (5-x)?% 40
o ~~ 9 ~—o9 /9

49 —14x + x2 — 25+ 10x — x2 = 40

Nakon sredivanja dobijemo

—4x =16
x=—4.
Zadatak 2. Dokazite da je
V2
4+3V2

racionalni broj.

RJESENJE:

Racionalizirajmo izraz pod drugim korijenom:

V2 V2 4-3v2
vz - 4+3\/§_ﬁ_j4+3\/§'4—3x/§_

~2(3 - 2v2) |
=ﬁ_j_—2=ﬁ— 3 —2V2.

Koriste¢i formulu za kvadrat razlike i da je Vx? = |x|, imamo:

V2 - /3—2\/_=\/E—\/(\/E)2—2\/E+1

=V2-|v2-1]

=V2-(V2-1)=v2-V2+1=1
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Zadatak 3. U pravokutnom trokutu ABC duljine kateta su a = 40cm, b = 30cm. Ako je
toCka D poloviSte hipotenuze, a E noziSte visine na hipotenuzu, izracunaj duljinu duZine

DE?

RJESENJE:
Primjenom Pitagorina poucka dobijemo:
c? = a® + b?

¢z =900 + 1600

c=vV2500
A B
E b c=50cm
Povrsinu trokuta ABC moZemo izrac¢unati na dva nacina
a-b 30-40 . cv,
PAABC = T = T= 600 ||| PAABC = ZC.

Iz druge formule imamo

600 =, paje v, = 24cm.

TraZenu duljinu duZine DE sad moZemo odrediti na dva nacina:

1°t, === 25cm pa iz ACED = |ED| =+t —v.2 =625—-579 = 7cm

2

2° 1z AAEC = |AE| = V302 — 242 = /324 = 18cm,

pa iz uvjeta zadatka da je |[AD| = % i |AE|+ |ED| = g =25 = |ED| = 7cm.
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Zadatak 4. Dokazati da razlika proizvoljnog troznamenkastog prirodnog broja i broja
koji se zapisuje istim znamenkama ali u obrnutom redoslijedu ne moZe biti potpuni
kvadrat.

RJESENJE:

TraZeni troznamenkasti broj zapiSimo kao abc = 100a + 10b + c.

Broj u obrnutom poretku cha = 100c + 10b + a.
Izra¢unajmo njihovu razliku
abc — cha = 100a + 10b + ¢ — (100c + 10b + a)
=100a+10b+c—100c—10b—a

=99a —99¢ =99 (a — ¢).

Da bi izraz bio potpuni kvadrat a — ¢ mora biti 99 ili 11, $to nije moguce jer su a i ¢

znamenke troznamenkastih brojeva.
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Zupanijskih natjecanja iz matematike uc¢enika VIII. I IX. razreda osnovnih

REZULTATI

§kola HNZ, HBZ i ZP odrZanih 1. travnja 2023.

VIII. razred

HNZ - Mostar

Osvojeno mjesto

Ime i prezime ucenika

Skola i mjesto

I. mjesto

Slavo Vidak Azinovi¢

0.S. Petra Bakule, Mostar

I1. mjesto Antonio Batinovi¢ 0.S. Kardinala Stepinca, Neum

I11. mjesto Nikola Goliza 0.S. Silvija Strahimira Kranjéeviéa,
Mostar

IX. razred

I. mjesto Roko Vidovi¢ 0.S. Ivana Gunduli¢a, Mostar

Il. mjesto Marko Ban 0.S. Antuna Branka Simié¢a, Mostar

I11. mjesto Mihaela Bernadié 0.S. Antuna Branka Simi¢a, Mostar

VIII. razred

HBZ - Kupres

Osvojeno mjesto

Ime i prezime ucenika

Skola i mjesto

I. mjesto Drago Sari¢ 0.S. fra Miroslava DZaje, Kupres
I1. mjesto Petar Curi¢ 0.S. fra Mije Cui¢a, Bukovica
I11. mjesto Mateo Marijan 0.S. fra Lovro Karaula, Livno
IX. razred

I. mjesto Franka Karaula 0.S. fra Lovro Karaula, Livno
Il. mjesto Ilijan Berié¢ 0.S. Ivan Goran Kovag&ié¢, Livno
I11. mjesto Filip Dzaja 0.S. Ivan Goran Kovatié¢, Livno
VIII. razred ZP - Tolisa

Osvojeno mjesto | Ime i prezime ucenika | Skola i mjesto

I. mjesto Nina Spionjak 0.S. Oragje, Orasje

Il. mjesto Andela OrSoli¢ 0.S. Oraije, Orasje

I11. mjesto Marija Peji¢ 0.S. Stjepana Radi¢a u Boku

IX. razred

I. mjesto Roko Luci¢ 0.S. Brace Radi¢a, Domaljevac
I1. mjesto Ana Radman 0.S. Vladimira Nazora, OdZak
I11. mjesto Anja Baoti¢ 0.S. Rudera Boskovi¢a, Donja Mahala
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POPIS

UCENIKA KOJI SU SE PLASIRALI NA JUNIORSKU MATEMATICKU
OLIMPIJADU BIH

Visoko, 27. svibnja 2023.

ogakrwdpE

Slavo Vidak Azinovi¢ - O.8. Petra Bakule, Mostar
Franka Karaula - O.S. Fra Lovro Karaula, Livno
Nina Spionjak - O.S. Orasje, Orasje

Drago Sari¢ - O.S. fra Miroslava DZaje, Kupres
Roko Luci¢ - O.S. Bra¢e Radi¢a, Domaljevac
Roko Vidovi¢ - O.S. Ivana Gunduli¢a, Mostar

ZADACI

6. RAZRED

1. Izracunaj vrijednost brojevnog izraza :
2025+ 720:(9:8-9-7)—-(4:-6—-6)-5+8.

2. UmnoZak broja godina svih ¢lanova ¢etveroclane obitelji iznosi 36260. Koliko
godina imaju ¢lanovi te obitelji ako se zna da je otac dvije godine stariji od majke, a

kéi tri godine mlada od sina?

3. Na slici su dva pravokutnika kojim su odgovarajuce stranice paralelne. Kolika je

razlika njihovih opsega?

F 2m

3m

A\ 4

3m

A

A 4

4dm

4. Marko Zeli u svoju sobu postaviti policu. Daske za policu mogu se postaviti u 4 ili 5
jednakih redova, ali njihova ukupna povrsina mora biti 1m?. U trgovini je pronasao

daske duljine 125cm. Koliko dasaka i koje Sirine treba kupiti za svoju policu?
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. RAZRED

1. Izracunaj vrijednost izraza :

(1,5+§)-§—[(0.25+§)-0,75—%-§]:3.

2. Na tramvajsko stajaliSte stigao je tramvaj sa 72 putnika. Iz tramvaja je izaslo %
putnika a uslo 6 novih. Na sljedecem stajaliStu ponovno je izaslo % broja putnika, a

uslo je 8 novih. I na treem stajaliStu izaslo je % broja putnika a uslo je 10 novih.

Koliko je putnika nakon toga nastavilo voZnju?
3. Ako kvadrat podijelimo na Cetiri jednaka kvadrata dobit ¢emo 9 to¢aka prikazanih

na slici. Ako ga podjelimo na 9 jednakih kvadrata dobivamo 16 tocaka. Koliko ce
takvih tocaka biti ako kvadrat podijelimo na 3600 jednakih kvadrata?

4. lIzratunaj saslike kuty akojea =43"°,8=65"i al b.
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RJESENJA

6. RAZRED

Zadatak 1.  Izracunaj vrijednost brojevnog izraza :
2025+ 720:(9:8-9-7)—-(4-6—-6)-5+8.

RJESENJE:

2025+ 720:(9:-8—-9-7)—(4:-6—-6)-5+8=
=2025+720:9-(24—-6)-5+8
=2025+80—-18-5+8
=2105-90+8
=2015+8
= 2023

Zadatak 2. Umnozak broja godina svih ¢lanova ¢etveroclane obitelji iznosi 36260. Koliko
godina imaju ¢lanovi te obitelji ako se zna da je otac dvije godine stariji od majke, a k¢i
tri godine mlada od sina?

RJESENJE:

Broj 36260 napiSemo u obliku umnoska njegovih prostih faktora.
36260=2-2:-5-7-7-37

Kako je otac najstariji pretpostavimo da on ima 37 godina. U tom slucaju, kako je

majka mlada od oca dvije godine, ona ima 35 godina. To nam daju faktori 5i 7

(7-5=35).

Na osnovu preostalih faktora 2, 2 i 7, uz ¢injenicu da je kéi tri godine mlada od sina,

zakljucujemo da sin ima 7 godina a k¢i 4.

36260=37-(5-7)-7-(2-2)=37-35-7-4

Lako moZemo vidjeti da ne postoji druga kombinacija faktora koja ispunjava uvjete
zadatka te je ovo i jedino rjeSenje.

Dakle, otac ima 37, majka 35, sin 7 i kéerka 4 godine.
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Zadatak 3. Na slici su dva pravokutnika kojim su odgovarajuce stranice paralelne.
Kolika je razlika njihovih opsega?

}2m

A\ 4
L4

3m 4m

3m

RJESENJE:

Oznacimo sa a i b duljine stranica manjeg pravokutnika.

Njegov opseg je 01 = 2 (a + b).

Prema slici, duljina duZe stranice veceg pravokutnika je 3 + a + 4 = a + 7, a krace
3+b+2=b+5.

Opseg veéeg pravokutnika je 0, = 2(a+ 7) + 2(b + 5)

0,-0,=2(a+7)+2(b+5) -2 (a+b)

0,—0,=2a+14+2b+10—2a—2b
02_01:24’m

Razlika opsega pravokutnika je 24m.

Zadatak 4. Marko Zeli u svoju sobu postaviti policu. Daske za policu mogu se postaviti u
4ili 5 jednakih redova, ali njihova ukupna povrsina mora biti 1m?. U trgovini je pronasao
daske duljine 125cm. Koliko dasaka i koje Sirine treba kupiti za svoju policu?

RJESENJE:

Ukupna povrsina police mora biti 1m? = 10000cm?.

Ako Zeli policu s 4 reda, povrsina svakog reda mora biti 2500cm?.
Kako je duljina daske 125cm, Sirina daske mora biti 2500: 125 = 20cm.

AKo Zeli policu s 5 redova, povr§ina svakog reda mora biti 2000cm?.
Sirina je u tom slu¢aju 2000: 125 = 16cm.

Marko treba kupiti 4 daske Sirine 20cm ili 5 dasaka Sirine 16cm.
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/. RAZRED

Zadatak 1.  Izracunaj Vrijednost izraza :

( 5 + ) . [(025+ ) 0,75 - = Z] 3
RJESENJE:
(1,5+§)-g— (0.25+§>-0,75—%;]:3=

(3 2) 5 [(1+2> 3 3 5]_3
2 5/ 3 4 3/ 4 20 41
19 5 11 3 3 1] 3

Zadatak 2. Na tramvajsko stajaliste stigao je tramvaj sa 72 putnika. Iz tramvaja je izaslo

% putnika a uslo 6 novih. Na sljedecem stajali§tu ponovno je izaslo % broja putnika, a

uslo je 8 novih. I na tre¢em stajaliStu izaSlo je % broja putnika a uslo je 10 novih. Koliko

je putnika nakon toga nastavilo voZnju?
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RJESENJE:

Na prvom stajaliStu izaSlo je % od 72 putnika, a uslo 6 putnika, tako da je nastavilo
voznju

72—%-72+6=72—30+6=48.

Na drugom stajaliStu izaslo je % od 48 putnika, a uslo 8 putnika, tako da je nastavilo
voZnju

5
48—E-4—8+8=48—20+8=36.

Na treéem stajaliStu izaSlo je % od 36 putnika, a uSlo 8 putnika, tako da je nastavilo

voZnju

5
36—E-36+10=36—15+10=31.

VoZnju je nastavio 31 putnik.

Zadatak 3. Ako kvadrat podijelimo na Cetiri jednaka kvadrata dobit ¢emo 9 tocaka
prikazanih na slici. Ako ga podjelimo na 9 jednakih kvadrata dobivamo 16 to¢aka. Koliko
¢e takvih tocaka biti ako kvadrat podijelimo na 3600 jednakih kvadrata?

RJESENJE:

Kvadrat podjeljen na Cetiri jednaka manja kvadrata ima 2 retka i 2 stupca te je broj
to¢aka jednak (2+1)(2+1)=3-3=9.

Kvadrat podjeljen na devet jednakih manjih kvadrata ima 3 retka i 3 stupca te je broj
to¢aka jednak (3+1)(3+1) =4-4 = 16.

Onda kvadrat podijeljen na 3600 jednakih manjih kvadrata mora imati 60 redaka i 60
stupaca. U tom slu¢aju broj to¢aka mora biti (60 + 1)(60+ 1) = 61-61 = 3721.

Ako kvadrat podijelimo na 3600 jednakih kvadrata dobijemo 3721 to¢ku.
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Zadatak 4. Izracunaj sa slike kuty akojea =43°, =651 all b.

RJESENJE:

Oznacimo jednu presje¢nicu pravaca aib sa c, a drugu sa d, kao na slici.
Kako je pravac ¢ presjecnica pravaca a i b vrijedi da je 8 = B; = 65",
Zbroj kutova u trokutu je 180° , onda vrijedi :

a+f,+180°—y =180°

a+f,—y=180°"—180°

a+pf1—-v=0
a+pi=vy
y=a+ =43+ 65" =108".
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REZULTATI

Zupanijskih natjecanja iz matematike u¢enika VI. i VII. razreda osnovnih

$kola HBZ i ZP odrZanih 12. svibnja 2023.

VI. razred HBZ - Kupres

Osvojeno mjesto Ime i prezime u¢enika | Skola i mjesto

I. mjesto Matej Pavié¢ 0.S. Ivan Goran Kovati¢, Livno

Il. mjesto Maja Peri¢ 0.S. Ivana MaZuraniéa, Tomislavgrad

I11. mjesto Ante DZeko 0.S. Ivan Goran Kova¢i¢, Livno

VII. razred

I. mjesto Luka Miskovié 0.S. Ivan Goran Kova¢i¢, Livno

I1. mjesto Helena Petrakovi¢ 0.S. Drvar, Drvar

I11. mjesto Ivo Kristo 0.S. Ivan Goran Kova¢i¢, Livno

VI. razred ZP - Bok

Osvojeno mjesto Ime i prezime u¢enika | Skola i mjesto

I. mjesto Jelena Prgi¢ 0.S. Rudera Boskovi¢a, Donja Mahala
Il. mjesto Gabrijela Petri¢ 0.S. Vladimira Nazora, OdZak

I11. mjesto Jakob Mikoli¢ 0.S. Braée Radi¢a, Domaljevac

VII. razred

I. mjesto Iva Miskovi¢ 0.S. Braée Radi¢a, Domaljevac

Il. mjesto Frano Culap 0.S. Vladimira Nazora, OdZak

I11. mjesto Matija Lukacevié 0.S. Antuna Gustava Mato§a, Vidovice

ZADATKE PRIPREMILI
dr. IVANA ZUBAC.....ccvtiiiiiiiinnnnnnns 8.i9. razred

MARIJA ANTUNOVIC, prof. ........ 6.i7. razred

ZUPANIJSKA NATJECANJA SU PROVELL:

Ilija JezidZi¢ i Nora Sesto — HBZ

Dr. Ivana Zubac — HNZ

Marinko Antunovié¢ — ZP
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ZAHVALJUJEMO SPONZORIMA KOJI SU POMOGLI
ORGANIZIRANJE NATJECANJA MLADIH MATEMATICARA
UCENIKA OSNOVNIH I SREDNJIH SKOLA U BIH

Glavni sponzori:

e JP Hrvatske telekomunikacije d.d. Mostar
e Elektroprivreda HZ-HB d.d. Mostar
e Hrvatska posta d.0.0. Mostar

Ostali sponzori:

e Ministarstvo znanosti, prosvjete, kulture i $porta HBZ
e Ministarstvo prosvjete, znanosti, kulture i §porta ZZH
e Ministarstvo prosvjete, znanosti, kulture i §porta ZP

e Predsjednica Federacije BiH, gospoda Lidija Bradara
e Nacelnik Opéine Zepé&e, gospodin Mato Zovko

e Eagle Technology d.o.0. Zepée

e Profil-Isolation d.o.o0. Zep&e

e K-Projekt d.o.o0. Zep&e

Posebna zahvala Franjevackoj klasi¢noj gimnaziji Visoko i ravnatelju fra. Stipi
Alandzaku koji su ugostili dva najveca natjecanje koje je organizirala UMRB ove
godine.

BILTEN uredio Marinko Antunovi¢, prof.
Lipanj, 2023.
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E

JP ELEKTROPRIVREDA

HRVATSKE ZAJEDNIC EG BOSNE d.d. Mos

\Veza koja traje

Posta

Hrvatska posta Mostar



