UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. ozujka 2016.

I. RAZRED

Zadatak 1.  Grafi¢ki predstavi funkeiju y = x —v/x2 + ;:L .

RJESENJE

— x—-1 _ x zaxz=0 _(x—1zax=1
y=x Ixl-l_lx—ll’ Ixl_{—x zax <0 1% 1|_{—x+1zax<1

1° Za x € (=0,0) ,imamo y =2x—1
20 Za x€[0,1), imamo y = —1,

3% Zax € (1,+) imamo y =1

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. oZujka 2016.

I. RAZRED

Zadatak 2. Neka su a, b, ¢ realni brojevi koji nisu svi jednaki, takvi da vrijedi

1 1 1
a+—-=b+—-—=c+—
b c a

1
Dokazi daje a + b= —abc .
RJESENJE

Nekaje p=a +% =b +% =c +§. Treba dokazati da je p = —abc .
MnozZenjem ovih jednakostis a, b, ¢ redom, dobivamo

ab+1=pb, bc+1=pc ca+1=pa
a njihovim oduzimanjem jednakosti:

b(a-c)=pb-c), c(b-a)=p(c—a), alc—-b)=pla->b)
MnoZenjem ovih triju jednakosti dobivamo

abc(a—c)(b—a)(c—b)=p3(b—c)(c—a)(a—b) (1)

Iz danih jednakosti dobivamo

b 1 b-c
a— = —_———=

b bc

1 1 c—a
b—c==——-=

c ca

cqol_1_ab

b a ab

—-b)(b—- -
te mnoZenjem (a— b)(b—c)(c—a) = (a )((abc;)z(c a) (2)
ako bi dva od brojeva a, b, c¢ bili jednaki, bili bi jednaki sva tri. Zaklju¢ujemo da su
dani brojevi medusobno razli¢iti, tj (a —b)(b—c)(c—a) #0
sada iz (2) dobivamo abc = +1
Iz (1) je p3 = —abc, tj. p> = F1, pa zaklju¢ujemo p = F1, te konacno p = —abc .

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. oZzujka 2016.

. RAZRED

Zadatak 3. Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
4x +y+4,/xy — 28Vx - 14,/y + 48 = 0.

RJESENJE
Danu jednadZbu moZemo napisati u obliku
4x+y+49+4/xy —28Vx—-14/y =1

odnosno

(2va+y-7) =1
Odavde slijedi 2Vx +,/y =7 = +1 .
1° 2Vx+ . /y—-7=1 slijedi [y=8-2Vx,
Jy =0 slijedi 8—2Vx>0 tj. Vx < 4 ito daje

x€{0,1,4,9,19} i y€{64,36,16,4,0}

2° 2Vx+,[y—7=-1 slijedi/y =6 —2Vx,
Jy =0 slijedi 6 —2Vx>0 tj. Vx <3 ito daje
x€{0,1,49} i y€{36,16,4,0}
Dakle, rjeSenja su sadrZzana u skupu
(x,y) € {(0,64),(1,36),(4,16),(9,4),(16,0),(0,36),(1,16),(4,4),(9,0)}

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. oZzujka 2016.

I. RAZRED

Zadatak 4. Duljine stranica trokutasu @ = b —> ,b,¢ = b + 7, gdje je r polumjer tom
trokutu upisane kruZnice. Izrazite duljine stranica trokuta u zavisnosti od 7.

RJESENJE

a+b+c

. 3
Neka je § = > =3 b iz formula za povrsinu trokuta dobivamo

sr=P = \/s(s —a)(s—b)(s—o¢)
Pa uvrstavanjem gornjih izraza za a, b, ¢ slijedi

sr’2=(s—a)(s—b)(s—c)

3b2_<b+1 )b(b 1)
20" = \274")2\a 72"

b% = =12
4
b 7
=—7
2
Konaé¢no imamo
13 . 15
b=-r, a=—r | c=—r
4 4

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUDERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. oZujka 2016.

II. RAZRED

Zadatak 1.

Dokazati da za sva tri prirodna broja a, b, c vrijedi nejednakost

a b c
@ at+b+c b a+b+c C at+tb+c > 1 (a + b+ C)_
3

RJESENJE

Veza izmedu geometrijske i harmoniske sredine je nejednakost
G(ay,ay, ...,a,) = H(ay, ay, ..., ay),

gdje su a4, a,, ..., a, pozitivni realni brojevi i

G(al, ay, ..., an) = n1/a1a2 Ay

1

H(aq,ay,...,0,) =1—F—.
e
a1 az an

Iz navedenog slijedi

G(a...a,b...b,g_..._g) > H(a...a,b...b,c...c).

——
a b c a b c
Odnosno

+b+ a+b+c
¢ Caa'bb'CCZ1 T 1 T 1 ol

_+...+_+_+...+_+_+...+_

a a b b ¢ [

a b [

a a

a
a+b+c
Qa+b+c ba+b+c catb+c >

1
————=-(a+b+0).
a-l+b-l+c-l 3 ( )

a b c

Jednakost vrijedizaa =b = c.
g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. oZujka 2016.

1. RAZRED

Zadatak 2. Odredite sve Siljaste kutove pravokutnog trokuta kojemu se polumjeri
opisane i upisane kruZnice odnose kao 5 : 2.

RJESENJE
Iz formula sa polumjer upisane i opisane kruZnice, te povrsinu pravokutnog trokuta
dobijemo:

P ab csina-c cosa i
E _ P _ s _ atb+c _ csinatccosatc _ 2 sina cosa
- .= C - C -
5 r = = = sina+cosa+1
2 2 2

Dakle slijedi da je
5 sina cosa = sina + cosa + 1.

Ako stavimo da je x = sina , y = cosa , dobivamo sustav

{5xy=x+y+1
x2+y?=1

Neka je x + y = u, xy = v . Sada imamo

{SU =u+1

ut—-2v=1"

Iz prve jednadZbe je u = 5v — 1, pa uvrStavanjem u drugu slijedi 25v2 — 12v =0,
odaklejev; =0,u; = —1;v, zg,uz :%.

Bududi da je u = sina + cosa > 0, uzimamo u razmatranje samo drugo rjesenje. Dakle,

imamo sustav
7

x+y=g

oy =212
V=1

oo o v . 3 4 4 3
CijasurjeSenjax, =, y1=C =2,y =¢.

Prema tome, sin =§ , sin 8 =§ ili sina =§ , sinf8 =§.
Dakle Siljasti kutovi danog trokuta su arcsin% =36°52" i arcsing =53°8".

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. oZujka 2016.

. RAZRED

Zadatak 3. U skupu realnih brojeva rijesi sustav jednadzbi

x%ﬂ/? — yz . 3/y2
y T = a2

RJESENJE

Ocito je jedno rjeSenje jednadzbe je (x,y) = (1,1). Razmotrimo sada slu¢ajza x # 1 i
y+ 1.

Logaritmiramo sustav uz uvjet x > 0 iy > 0, te dobijemo

(W+ \/;) ‘logx = glogy
(W+ \/;) logy =§logx ’

odnosno
— 8logy
(4 X+ \,y) 3logx
| .
("]x I Vy) _;zzi

Iz prethodnog sustava metodom komparacije slijedi

8logy _ 2logx
3logx  3logy’

4log?y = log? x,
Sto daje

2logy =logx ili  2logy = —logx.

Drugi slu¢aj nema rjesenja, jer nije moguée da je Vx + \/; < 0.
Iz prvog sluéaja dobijemo x = y? > 2.[y = %, Sto daje (x,y) = (E 4)_

81’9

Znadi, sustav ima dva rjeSenja (g,g) i (1,1).

g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. oZujka 2016.

1. RAZRED

Zadatak 4. Paralelno stranicama jednakostrani¢nog trokuta povuceni su pravci koji
dijele taj trokut na tri sukladna romba, tri sukladna trapeza i jedan
jednakostrani¢ni trokut u sredini. Ako je povrSina tog dobivenog trokuta
dvostruko veéa od povrSine pojedinog romba, koliki je udio povrSine jednog
trapeza u povrSini polaznog trokuta?

RJESENJE

Oznacéimo tocke kao na slici.

Da bi likovi AC]_AoBz, BAlBoCZ, CB]_CoAg bili
rombovi, mora biti
|AC1| = |CzB| = |BA1| = |Azc| = |CB1| = |BzA|

Neka je |AC,| = x. Povrsina romba jednaka je
dvostrukoj povrsini jednakostrani¢nog
trokuta stranice duljine x.

Tada je, prema uvjetu zadatka, povrSina jednakostrani¢nog trokuta A BoC, jednaka
cetverostrukoj povrsini takvog trokuta. Iz ovog zakljuujemo da je duljina stranice
trokuta AoBoCy jednaka 2x. Dakle, |Ay,B,| = 2x.

Kutovi uz osnovicu C;C, jednakokra¢nog trapeza C;C,B¢A, iznose 60°, duljina kraka
tog trapeza je x, a duljina krace osnovice 2x. Stoga se taj trapez moZe rastaviti na
paralelogram i jednakostrani¢ni trokut (odnosno na 5 jednakostrani¢nih trokuta
stranice duljine x). Dakle, duljina osnovice tog trapeza C,;C, = 3x, a duljina stranice
polaznog trokuta |AB| = 5x.

Povrsina trokuta ABC je 25 puta veca od povrSine jednakostrani¢nog trokuta stranice
duljine x.

PovrSina pojedinog trapeza jednaka je peterostrukoj povrSini jednakostrani¢nog
trokuta stranice duljine x.

Stoga udio povrSine trapeza u ukupnoj povrsini iznosi 1/5, odnosno 20%.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. oZzujka 2016.

l1l. RAZRED

Zadatak 1. Dokazi da nejednakost

[V1+ sin2x| — |1 —sin2x| <2 vrijedi za sve realne brojeve x .

RJESENJE:

Kako je 1 + sin2x = sin?x + 2sinx cosx + cos?x = (sinx + cosx)?
1 — sin2x = (sinx — cosx)?
Nejednakost prelazi u ||sinx + cosx| — |sinx — cosx|| <vV2. (1)
Izraz s lijeve strane je jednak 2|sinx| ili 2|cosx|. zbog periodi¢nosti sinx i cosx
dovoljno je promatrati x € [0, 2w] . Moramo promatrati sljedeca Cetiri sluc¢aja
1° Zaxe [O,g) U (?,Zn] vrijedi [sinx| < g < cosx, pa je sinx + cosx > 0 i
sinx — cosx < 0, te (1) postaje 2|sinx| <2 tj.
, V2

|sinx| < 5
Sto je zadovoljeno za svaki broj x iz promatranog intervala.
20 Zaxe E%"] vrijedi  |cosx| < g < sinx,pajesinx + cosx >0 i
sinx —cosx > 0,1 (1) postaje

V2
|cosx| < 5 -
Sto je zadovoljeno za svaki broj x iz promatranog intervala.
3w 5 o, 2 . , .
30 Zaxe (T”Tn) vrijedi |sinx| < \/2—— < —cosx ,paje sinx+cosx <0 |

sinx — cosx >0 i (1) postaje
|sinx| < \/2—7 .
Sto je zadovoljeno za svaki broj x iz promatranog intervala
4% Zax e [5—"7—"
4’ 4
sinx —cosx <0 i (1) postaje

] vrijedi [cosx| < - < —sinx,paje sinx+cosx<0 |

2
|cosx| < %

Sto je zadovoljeno za svaki broj x iz promatranog intervala.
Dakle, nejednakost je zadovoljena za Vx € [0, 2m] paizasvako x € R.
g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUDERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. ozujka 2016.

1. RAZRED

Zadatak 2 Odredite kutove a i B pravokutnog trokuta ako vrijedi
tga +tgp + tg*a +tg*p +tga+tg3p = 70.

Napomena: Dovoljno je odrediti tga i1 tgp.

RJESENJE:

Stavimo li tga = x, tada je th=tg(90°—a)=ctga=§,paje
X+ 424X+ =70,
1 X X X

Uz supstituciju x + ~=y dobivamo

1 . 1 .
y2=x2+2+x—2tj x2+x—2=y2—2 i
y3=x3+3x2-%+3x-xlz+xl3 tj. x3+xl—3=y3—3y.
Sada imamo
y+0O?-2)+(*-3y) =70 4.
y +y2-2y—-72=0

y2(y—4)+5y(y—4) +18(y—4) =0

y-49»*+5y+18) =0, (y2+5y+18 >0, zaVx €R)
Slijedi y—4=0
x+%=4
x2—4x+1=0
X12 =213
Konaéno, tga:Zi\/§ ,tgﬁ=tgia

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. ozujka 2016.

1. RAZRED

Zadatak 3. Dokazite da u trokutu AABC s duljinama stranica a, b, c, kutovima a, 8,y i
poluopsegom s vrijedi jednakost

s? = b?cos? g + c2c052§+ 2bc - cos®

B Bty
5 .

)4
cos 2 cos 2

RJESENJE:

ProduZimo stranicuBC preko vrhova B i C do to¢aka B/ i €/ tako da je
|BB/| = |AB| = ¢, |cC’/| = |AC| = b. Tada su trokuti AAB/B i AAC/C
jednakokraéni, pa kut pri vrhu B/ iznosi g , a kut pri vrhu €/ iznosi g .

Neka su B, C" polovi$ta duZina AB/, AC/.
A

1 i
B" C..
% !
//\\ / \’,\
% I i
¢ Vi N T
B ¢ B a c b c

Lako se vidi da trokut AAB"C" ima duljine stranica
|AB’| = ccosg, |AC'| =bcos? , |BC|=s

i kutprivrhuAd jednak
a+ £

B _Br
2

Yy _
+2_n 2

Zato je traZena jednakost upravo kosinusov poucak za stranicu B"C"

B

+
s? = b%*cos? g + c%cos? g — 2bc- coszcosgcos (n - %) odnosno

2B
2

B
2

B+y

sz = bzcoszg+ cZcos®’Z + 2bc - cos cos%cosT.

g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH

Stolac, 19. ozujka 2016.
1. RAZRED

Zadatak 4 Neka je O to¢ka presjeka dijagonala konveksnog cetverokuta ABCD, a
to¢ke P i Q su sredista opisanih kruzZnica oko trokutova AAOB i ACOD,
redom.

Dokazati da vrijedi nejednakost |[PQ| >

|AB|+|CD|
4

RJESENJE:

Neka su Py, Q;, P, Q, polovista duzina OB, OD, 0A, OC redom. Tada je

|PQ| = |P1S| +1Q1S| = |P1Q4] 1j.

Pl =21 (D)

|PQ| = |P,T| + |Q,T| = |P2Q2| tj.

|AC]
|PQ| = —- (2)
Nakon zbrajanja (1) i (2) imamo
2|pQ| > BLHAC
>— :
|OB| + |0OD| + |0A| + |0C]|
|PQl =

4

PQ| > [(IOBI+I0AI)Z(I0CI+I0DI)] 3)

No, kako je |OB||0A| > |AB| i |0OC|+ |0D| > |CD| toslijediiz (3)

|AB| + |CD|

PQ| =
PQI > ——

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. ozujka 2016.

V. RAZRED
Zadatak 1. Ako pozitivni brojevi aq,a; ,a3 ---,a, ¢ine aritmeticki niz dokazati da je:

1 1 1 . n-1

+ + - + = .
Vai+yaz = az+/as Van-1+yan  Vaitan

RJESENJE:
Kako a,,a;,as ---,a, ¢ine aritmeticki niz vrijede jednakosti
az—al—ag—az—---—an—an 1=d
1 . Ya—va; _ Jay—Ja _ Jap- \/_
Imamo Analogno se dobiva:
v—w— Jai G,  Nag—ai | az-a d 9
1 _Ja-Vm
JaztVa; a
1 __Vaz—.[ag
Vagtfaz  d
1 _ \/a_n — 4 an-1
\/a_n"'\/ an-1 d
Zbrajanjem dobivenih jednakosti dobivamo
1t L, 1 _ Jam—Ja _ Jan—var | Jan+Var _
VaiHa; | Jazta; Jan1+Jtn d 4 Jan+va
a,—aq _ait(n-1)d-a; _ n-1

T d(Janva) | dWaityan)  vaitJan
g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH

V. RAZRED

Zadatak 2. Odredi sve vrijednosti realnog parametra p za koje jednadzba
logs;(9* + 9p?) = x ima dva razli¢ita rjeSenja.

RJESENJE:

Dana jednadZzba prelazi u ekvivalentan oblik
9% + 9p? = 3*
Supstitucijom y = 3* > 0 dobivamo kvadratnu jednadzbu y*> — y + 9p? = 0, &ija
rjeSenja su
_ 1-y/1-36p2 Yy = 1+y/1-36p2

Y1 > » Y2 2

Da bi rjeSenja bila realna i razli¢ita, mora njezina diskriminanta D = 1 — 36p? biti
. . 1 1
pozitivna, tj. — P <p< P

OCcito je y, > 0. Dabi biloy; > 0 trebabitip #0.

1 1
Dakle, zasvako p € (— o 0) U (0, E) polazna jednadzba ima dva razlidita rjeSenja.

g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. ozujka 2016.

V. RAZRED

Zadatak 3. Dokazite da u trokutu AABC s duljinama stranica a, b, ¢, kutovima a, B,y i
poluopsegom s vrijedi jednakost

2§+2bc-cos

B

B Bty
> .

s2 = b?%cos? g + c%cos cos%cosT

RJESENJE:

Produzimo stranicuBC preko vrhova B i C do to¢aka B/ i €/ tako da je
|BB/| = |AB| = ¢, |cC’/| = |AC| = b. Tada su trokuti AAB/B i AAC/C

jednakokraéni, pa kut pri vrhu B/ iznosi g , a kut pri vrhu €/ iznosi g .
Neka su B", C" polovista duZina AB/, AC/.

A

ﬂ\

H * f:r..
L N T
|3 /3 (N 2 .

B ° B a c h c

Lako se vidi da trokut AAB"C" ima duljine stranica

|AB’| = ccosg, |AC'| =bcos? , |BC|=s

i kutprivrhuAd jednak
B

y— Ju—
a+2+2—7t

B+y
2

Zato je traZena jednakost upravo kosinusov poucak za stranicu B"C"

B

+
s? = b%*cos? g + c%cos? g — 2bc- coszcosgcos (n - %) odnosno

B
2

B+y
2

s2 = b?%cos? g + c2%cos? g + 2bc - cos cos%cos .

g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Stolac, 19. ozujka 2016.

IV. RAZRED

Zadatak 4. Neka je O to¢ka presjeka dijagonala konveksnog cetverokuta ABCD, a
toCke P i Q su sredista opisanih kruZnica oko trokutova AAOB i ACOD,
redom.

Dokazati da vrijedi nejednakost |PQ| = —'AB':'CD'

RJESENJE:

A
B

Neka su P;, Q;, P5,Q, polovista duzina OB, OD, 0A, OC redom. Tada je

|PQ| = |P1S| +1Q1S| = |P1Q4] 1j.

Pl =21 (D)

|PQ| = |P,T| + |Q,T| = |P2Q2| tj.

|AC]|

|PQ| = —- (2)
Nakon zbrajanja (1) i (2) imamo
2|pQ| > 22y
|OB| + |OD| + |0A| + |0C]|
|PQ| = n
[(lOB| + [0A]) + (|OC| + |0D])]
|PQ| = 2 3)
No, kako je |OB||0A| > |AB| i |0OC|+ |0D| > |CD| toslijediiz (3)
|AB| + |CD|
|PQ| 2

g.e.d.



