ZADACI

I. RAZRED

3 cijeli broj.

1. Odredi sve cijele brojeve n za koje je

2. Nekasu a,b i ¢ duljine stranica trokuta. Dokazi da tada vrijedi nejednakost:
2 2 2 2 2 2
+ + >+ =4+,
b+c—a c¢+a-b a+b—c a b c

3. U trokutu ABC je |AC|=6,|BC|=2 i ZACB=120". Simetrala kuta /ACB sijete

stranicu 4B u to¢ki D. Odredi duljinu duzine CD.

4. Kolika je povrsina skupa to¢aka ¢ije koordinate u Kartezijevom koordinatnom
sustavu zadovoljavaju nejednakost: [x|+|y]+[x+ [ <2 ?

II. RAZRED

1. Dokazi da je za svaki prirodan broj », broj

4 3 2
n n 11n

— 4+
24 4

+Z takoder prirodan broj.

2. Nadi sve kompleksne brojeve - za koje vrijedi
e
Z—1 zZ—1

=11

3. Za koje realne brojeve m je najmanja vrijednost funkcije
fx)=4x* —dmx+m® —=2m+2
na intervalu [0,2] jednaka 3 ?

4. Trokutu ABC upisana je kruznica polumjera r sa sredi$tem u tocki S.
Pravac kroz toCku S sijece stranice BC i CA redom u tokama D i E.
Dokazite da za povrsinu P trokuta CED vrijedi P> 2r°. Kada vrijedi
jednakost?



II1. RAZRED

1. Za duljine a,b kateta pravokutnog trokuta vrijedi

a—b

log = %(log a+logb—log 2).

Odredi Siljaste kutove tog trokuta.
2. Rijesi jednadzbu log2(x + y)+log2(xy)+1=2log, (x + »).

3. Odredi sve parove (x, y) realnih brojeva za koje je

2 2
. 1 > 1 1 .
sin ~ x +——s +| cos” x + > =12+ —sm y.
sin”~ x cos” X 2

4. Na stranici BC trokuta ABC leZe redom tocke N,L i M, pri emu je

AN visina, A/ simetrala kuta ZCARB i AM tezi$nica.
Ako je ZNAB= ZLAN = /MAL = ZCAM , odredite kutove trokuta ABC.

1V. RAZRED

1. Dokazi da za svaki pozitivan cijeli broj » vrijedi jednakost
3a, +5a, + Ta, +---+(2n+a, = (n+ 1)a, ——12~n(n+1),

ako je

a =1+l+~--+l , za svaki prirodan broj k.
‘ 2 k

2. Rijedi jednadibu log2(x + y)+log?(xv)+1=2log,(x + ).

3. Odredi sve parove (x, y) realnih brojeva za koje je

.2 1 ) ) 1 ) 1 .
sin” x +—— +] Cos” x+—— =12+ —sin y.
sin © x Cos” x 2

4. Na stranici BC trokuta ABC leze redom tocke N,L i M, pri ¢emu je

AN visina, AL simetrala kuta ZCAB i AM teZi$nica.
Ako je /NAB=/ZLAN = /MAL = ZCAM , odredite kutove trokuta 4BC.



RJESENJA
1. RAZRED

Zadatak 1.
Zadani razlomak se moZe zapisati u obliku

5n—23 51-35+12 S5(n-7) 12 12
= = + =5+ .
n-17 n—7 ","T n—"7 n—"7

Dakle, dani izraz je cijeli broj ako i samo ako je 12 djeljivos n—7.
Imameo: e e
n—7 e {+1,£2,43,+4,46,+12}
odnosno
ne{-51.34.5689,10,1113,19}

" Zadatak 2.

Grupirajmo ¢lanove na lijevoj strani na ovaj nacin:

[1+1+1+1+(1+1‘
b+c—a c+a->b c+a-b a+b-c a+b—-c b+c—a

Promotrimo prvi pribrojnik:
1 1 2c
+ = 2
b+c—a c+a-b ¢ —(a—b)

Buduéida je 0 < ¢’ —(a—b)" < c? (prva nejednakost zbog pretpostavke
a<b+c,b<a+c), dobivamo '

{ | 2¢ i 1 2
+ > —-, odnosno + > — (1)
b+tc—a c+a-b ¢ b+c—a c+a-b ¢

Sliéno se izvode i nejednakosti

1 + l >—2— (2), 1 + 1 >g (3)
c+a-b a+b-c¢ a at+b—-c b+c—-a b

Zbrajanjem (1), (2) i (3) se dobiva tvrdnja zadatka.

2 2 2 2
+ + > =
a

2 2
+5+Z
b+c—a c+a-b a+b-c b ¢

q.e.d.



Zadatak 3.

B
D
2
E 2 C 6 A

Neka je E tocka na pravcu AC tako da je C izmedu 4 i E,te ‘CE‘ —‘CB'

Trokut ECB je jednakostrani¢an i BE || DC, pa iz sli¢nosti trokuta ACD i AEB
dobivamo

D] _ |EB| i | lzi,
|AC|  |AE] 2
q.e.d.
Zadatak 4. ‘
v
c B
A
D 0 .
Za u20 je jul=u,aza u<0 je [u =—u,tj. |u| =|-u|. Zato je podru&je P odredeno sa

|x| +‘y| +|x+y| <2 centralno simetri¢no u odnosu na ishodiSte, tj. ako je (x,y)e P, onda

je (— —y)e P. Zato je dovoljno ispitati slucajeve u prvom i drugom kvadrantu, tj. za
y2 0. . .

U prvom kvadrantu je x>0 i y >0 istoga je x+ y >0, pa nejednadzba poprima oblik
x+ y <1.Zadovoljavaju sve tocke trokuta OA4B (vidi sliku).

U drugom kvadrantu je x<0 i y > 0. Moramo promatrati dva slucaja:

1" x+y>0, (podruéje iznad pravea OC)

2" x+y <0, (podrugje ispod pravea OC)

U prvom sluéaju je —x+ y+x+ y <2, tj. v <1.Dakle, mora biti
—1<x<0,0<y<lix+y>0.Zadovoljavaju sve tocke trokuta OBC .

U drugom sluéajuje —x+y—-x—py<2,tj. -1<x<0,0sy<lix+y<0.
Zadovoljavaju sve tocke DOC .

Dakle, za x <0, y > 0 zadovoljavaju tocke kvadrata OBCD :

Za y <0 dobije se centralnom simetrijom dobivenog lika za y > 0 u odnosu na

ishodiste, kako je prikazano na slici.
Povrsina dobivenog lika je 3.
q.e.d.



H. RAZRED

Zadatak 1.
nt w1 on o nt+end +11n® +6n
Imamo: —+—+ +—= =
2 4 24 4 24
B n(n3 + 6n° +lln+6)_ n(n3 +n’ +5n° +5n+6n+6)_
24 24
_ n(n+1 n’ +5n+6)_ n(n+1)(n+2)(n+3)_
24 24

Brojnik 4= n(n + I)(n + 2)(}7 + 3) je produkt Cetiri uzastopna prirodna broja.

Od cetiri uzastopna prirodna broja dva su djeljivas 2, a jedan od njih s 4. (ako je
n=4k, onda 2/n+24/n,ako je =4k+1 onda 2/n+1,4/n+3,ako je n=4k+2
onda 2/n4/n+2,ako je n=4k+3 onda 2/n+34/n+1, k € N). To znadi da je 4
djeljivos §.

Od tri uzastopna prirodna broja jedan je djeljivs 3. (ako je =3k onda 3/n, ako je
n=3k+1onda 3/n+2,ako je n=3k+2onda 3/n+1, ke N)
Dakle, 4 jedjeljivs 8 is 3 tj. 4 jedjeljivs 8-3=24.

q.e.d.:
Zadatak 2.
UvrStavajuéi z=x+1iy, (x,y € R), dobivamo
%Hzl i 1 -—i =1
X+iy—i » X+iy—i
x+1+i(y-1) S y—ix
———— =1 TS S =1
x+i(y—l) T x+i(y—1)

‘x+l+i(y—1}=‘x+i(y—1] \y—iX\=\X+i(y—1)

()H—l)2 +(y—l)2 =x’ +(y—1)2 i y'2_+x2 =x’ +(y—1)2,
X+ 2x+1=x’ i Y+xt=x"+yt+2y+1
1 . ) 1 ot sl e
X=-—= v Cy o Y =—

Dakle, z:—l+~1~i.
2 2

10



Zadatak 3.

Minimalna vrijednost funkcije f(x) na skupu realnih brojeva poprima se za x = %,

(ovo je tjeme parabole)
Moramo razmotriti tri slucaja:

1° Za —l:—e [0.2] tj. m <[0,4] moralo bi biti

) . ;
f(—j =4. [—j —4m- % +m’ —2m+2 =3 odakle slijedi m = —% & [0,4], Sto nije
moguce. | ‘

2" Za % <0, tj. m<0 funkcija je rastu¢a na intervalu [0,2], te ima

minimum za x=0.1z f(0)=m*> —2m+2=3, dobivase m,, =1++2.
Zbog m<0 je m=1-+2. '
3% Za %> 2, tj. m>4, funkcija f(x) pada na intervalu [0,2], pa
poprima najmanju vrijednost za x =2. U ovom slu¢aju je
7(2)=16-8m+m* —=2m+2=3,tj. m* —10m+15=0,
Odavde se dobiva m, , =5i\/ﬁ.Zb0g m>4 je m=5+10.

Dakle, uvjeti zadatka su zadovoljeniza m=1- J2 i m=5+410.

q.e.d.
Zadatak 4.

Za povrsinu P trokuta CED Vrijedi:

|CE| + |CD|
2

E|+|CD
Zbog A— G nejednakosti imamo (C [+ ‘C l > J|CE|-|CD| pa je P>1/CE‘ ‘C T

P = P(CES)+ P(CSD——'CE\ r+— \CD) )

UmnoZak duljina dviju stranica trokuta nije manji od dvostruke povrsine tog trokuta.
U naSem slucaju je ‘CE‘ iCD{ > 2P , pri éemu vrijedi jednakost ako i samo ako je kut

7y uvrhu C pravi.

Zatoje P> |CE|-|CD-r>2P-r,paslijedi P >2P 1" odnosno P>2r’,3to jei

trebalo dokazati. Jednakost u nejednakosti vrijedi ako je |CE|=|CD| i y = 90"

q.e.d



I1I. RAZRED

Zadatak 1.
Jednakost log azb = %(log a+log b —log 2). mozemo zapisati u obliku
a—b .
2log =loga+logb-log2 daljeimamo -
lo (___a—bjz =lo ab tj
g 5 g 5 Je

2
a’ +b’ =4ab
Posto su a i b katete u pravokutnom trokutu, ako je ¢ hipotenuza tog trokuta
vrijedi ¢° +b° =¢”, uvrStavanjem u prethodnu jednakost dobivamo: c* = 4ab.

(a — bj = ab , odakle nakon sredivanja imamo

Nadalje, zbog sin o = ﬁ,cosa = é, je
C C

4ab=4-csin ¢ -ccosa =4c? -sina-cosa,
pa moZzemo posljednju jednakost zapisati u obliku 4sm axcosa =1, tj.

sin 2a = i
2
Slijedi 2o =30" ili 2a =150, tj. o = 15%ili a =75°.

Buduéi da mora biti a=b

>0 (kako bi logaritam s po€etka zadatka bio definiran),

zakljuéujemo a > b, tj. a > f=90" — «, pa dolazi u obzir jedino rjeSenje
a=75",=15" .,
q.e.d.

Zadatak 2

ZapiSimo jednadzbu u obliku
log 2 (x)+ log 2(x + ») 1] =0
Time dobivamo sustav jednadZzbi: :
log ,(xy)=0

log,(x+y)=1, odavde dobivamo sustav jednadzbi

xy=1
x+y=2

 RjeSenje ovog sustava je: x= Ly=1.

q.e.d.
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Zadatak 3.

Nakon kvadriranja imamo:

) 1.
sin*x+——+2+cos’ x+ +2=12+—siny
sin” x cos” x 2 s
4 4 1 1. . o
sin” x+cos” x+——+———=8+—_sin y, 0Vv0 moZemo zapisati u
sm”x cos’x 2

obliku

. 1 .
2(sm4x+cos4x{l+ﬁj:16+smy
sin” x-cos” x

Zbog sm4x+cos4x:1—zsm‘2x1 sm4x-cos4x=%31n42x,d0b1vamo .

@—sm22x(L+ 16 ]=l6+gny

sin* 2x

Kako 2-sin*2x>11i 1+

—— =17, aizraz na desnoj strani 16 +sin y <17, moraju

sin " x
svugdje biti jednakosti.
Dakle,
sin2x=1,sin*2x=1,siny=1,
paje .
x=£+k—7r, y:£+217r, k,leZ.
4 2 2

o 2
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Zadatak 4

B N L M ¢
AQ=b, /BAC =, /CBA= 5, ZACB=y)

[am) |4l )
sin ZALM ~ sin ZLMA

BC|=a,

(oznatimo: |[AB| =c,

Primjenom sinusovog pou¢ka na A4LM dobije se
Lako se vidi da je ZALM = 90" +% ( LALM vanjski kut AANL),

ZLMA=180° - (90“ + —Z‘-J - % =90 —% i [41]=|4B = c (A4BL je jednakokragan)

C-Sin(()ou +Zj C -+ COS a

1z (1) dobivamo |4M|= . Totka M je poloviste stranice BC,

sin(90“ _¢ cos &
2 2

pa je P(4BC)=2P(AMC), odnosno %bc-sin a =|AM|-b-sin % .

. a a . a
2sin —cos — o o s —

Iz ovih jednakosti dobivame sin o = 4 4 , tj. 2sin —2—cos—— = i .
cos “ cos 5

1 .
cos® < = > tj. % = 45" (% je Siljast kut, jer je o <180° ) tj. a =90°

Odavde napokon slijedi S = 90" —% =67"30", y=90"-=22"30".
q.e.d.
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IV. RAZRED
Zadatak 1.

Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom. Za » =1 i lijeva i desna strana su
jednake 3.
Pretpostavimo da je

3a, +5a, + Tay + -+ (2k +)a, = (k+1)a, —%k(k+l)

zak>likeN.
Tada je

3a, +5a, +Ta, +--+ 2k +1)a, + 2k +3)a,,, = (k+1)a, —%k(k+l)+(2k+3)a,(+, B

1
a odavde koriStenjem g, =q,, ———
k+1

dobivamo

3a,+5a, +7a, ++-+(2k +)a, + 2k +3)a,., = (k> + 4k +4)a, , —(k+1)—%k(k+l)=

=(k+2)a,, —%(k+l)(k+2).

Cime smo proveli korak indukcije i dokazali tvrdnju.

f Zadatak 2 Isti kao 2. zadatak za IIl. razred

Zadatak 3 Isti kao 3. zadatak za Ill. razred

Zadatak 4 v Isti kao 4. zadatak za III. razred
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