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PROGRAM NATJECANJA — SREDNJE SKOLE

09:30 Sastanak profesora-pratitelja u¢enika

10:00 Svedano otvaranje natjecanja

Sudionike natjecanja i goste pozdravili su:

Stipo Alandzak, ravnatelj FKG

Marinko Antunovié, predsjednik UMRB Zepée
10:15-13:15 Natjecanje ucenika — izrada zadataka
13:15-15:00 Rad komisija — pregled uceni¢kih radova
12:00-15:00 Rucéak za sve sudionike natjecanja
15:00 NesluZzbeni rezultati natjecanja (pod Siframa)

15:00-15:30 Reklamacije u¢enika-natjecatelja Natjecateljskoj komisiji

15:45 Proglasenje sluzbenih rezultata natjecanja, dodjela diploma i nagrada

najuspjesnijim ucenicima

16:00 Zatvaranje natjecanja



ZADACI

1.RAZRED

1. Odrediti rjeSenja sustava (uz uvjet x,y,z > 0)
xXyz
x+y
xXyz
4 =1.2.
y+z
xyz
IZE =15
zZ+x

2. Dokazite da za sve realne brojeve a, b i ¢, za koje je a + b + ¢ = 0 vrijedi:
a®+b*+c? a®+b*+c*  a®+b®+c’
2 3 B 5 '

3. Duljine stranica trokuta su tri uzastopna prirodna broja. Dokazati da visina trokuta

povucena na stranicu srednje duljine dijeli tu stranicu na dijelove ¢ija je razlika 4.

4. Kocka sira dimenzija 3x3x3 podijeljena je na 27 jedini¢nih kocki. Mi§ gricka sir
tako Sto jede jedini¢ne kocke jednu za drugom, ali tako da poslije pojedene jedne
jedini¢ne kocke prelazi na njoj susjednu. Dvije jedinicne kocke su susjedne ako
imaju zajedni¢ku stranu. MoZe li miS pojesti sav sir tako $to ¢e otpoceti sa jedinicnom
kockom koja sadrZi jedan vrh kocke 3x3x3, a zavrSiti sa jedinicnom kockom koja

se nalazi u sredini?

2 . RAZRED

1. Odrediti realni broj o takav da vrijedi

—2
<\/x2+a2+\/x2—a2> _(m)“
Vx? + a? —Vx? — a? n
2 2
akojex = %,a>0,m>0,n>m.

2. RijeSite sustav jednadzbi



x3+y3=1
X’y +2xy* +y3=2

3. Odredite polinom 3.stupnja s realnim koeficijentima tako da vrijedi

P1-i)=2+i, P@{)=1-2i

4. Duljine teZiSnica trokuta ABC su t, =9, t, = 12 i t. = 15. Kolika je duljina one

stranice trokuta ABC kojoj odgovara najdulja teziSnica.

3. RAZRED

1. RijeSite jednadZbu

logsx-logyx-logsx = logzx - log,x + log,x-logsx + logsx - logsx.

2. Odrediti rjeSenja sustava jednadzbi, uz uvjet x,y € (0, g)
cosx = 2cos3y
sinx = 2sin3y’

3. Rijesiti nejednadzbu

4x—%+x/x2—4 4 22x-6+2{x2-4 > gx-3+Vx?-4 | gx-2+Vx2—4

4. Visina posude valjkastog oblika jednaka je promjeru baze. U posudu je prvo
smjeSten uspravni stozac, Ciji su polumjer baze i visina jednaki odgovarajuéim
veli¢éinama valjka, a zatim i Sest loptica jednakog polumjera. Svaka loptica dodiruje
posudu, plast stoSca i dvije susjedne loptice. Da li loptice jednim svojim dijelom izlaze

iz posude?

4. RAZRED

1. Odredite ona rjesenja jednadzbe
1-Dz*+ (1 +iz=0,

z € C, koja zadovoljavaju uvjet |z — 1 + i| < %
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2. Akosin(f +vy— a), sin(y + a— ), sin(a + f — y) €ine aritmetic¢ki niz, dokazite
daitga,thp,tgy takoder ¢ine aritmeticki niz.

3. Rijesite jednadZbu

—-1-—443.

tgx + 6ctgx =
g g os’x

4. Nadéi sve funkcije f: R — R, takve da vrijedi

fOfx+y)+f(x)) =4x+2yf(x +y)

zasvex,y € R.

RJESENJA

1. RAZRED

Zadatak 1. Odrediti rjeSenja sustava (uz uvjet x,y, z > 0)

xXyz
x+y
xXyz
Y =1.2.
yt+z
xXyz
l Y2 15
zZ+x
RJESENJE:
Uzmimo recipro¢ne vrijednosti zadanih jednadzi
xXyz X+ 1 1 1 1
x+y xyz 2 yz xz 2
xXyz +z 5 1 1 5
Y =1.2:y == = —4+—==
y+z xyz 6 xz xy 6
xXyz z+x 2 1 1 2
=15 > =53 = ——t—==3
zZ+x xyz 3 xy yz 3
. . _— . 1,1 1
Zbrojimo sve tri jednadzbe i dobijemo— + —+— = 1.
Xz xy yz

6



Oduzimajudi redom sve tri jednadzbe od prethodne dobijemo:

1 1 1 1 1 1

xy 2 yz 6 xz 3
Slijedi da je
xy=2 y'z=6, x-z=3.
PomnoZimo prethodne jednadzbe i dobijemo xyz = 6.

Sad je
xXyz 6

yz 6

odnosno x = 1. Na isti na¢in dobijemoy = 2 iz = 3.

Zadatak 2. Dokazite da za sve realne brojeve a, b i ¢, za koje je a + b + ¢ = 0 vrijedi:

a?+b*+c* a3+b3+c2 a*+b3+c°
2 3 B 5 '

RJESENJE:

Iz uvjeta imamo a + b = —c. Prvo dobiveni izraz kvadriramo

(a + b)? = c?
a? + 2ab + b% = ¢*
a’ + b% + c* =2c¢? — 2ab

a? + b?% + ¢? 5
f =c“—ab
a zatim kubiramo
(a+b)3=-¢3

a® + 3a?b + 3ab? + b3 = —¢3
a3+ b3+ ¢ =-3ab(a+b)
N———
—-C
a® + b3 + ¢ = 3abc
a®+b3+c3
———F—  =abc
3
MnoZenjem ova dva izraza dobijemo lijevu stranu

a?+b%+c2 ad+b3+c3
2 3

= abc(c? — ab).



Isto uradimo sa desnom stranom

(a+ b)> =—c5
(a?® + 2ab + b*»)(a® + 3a®b + 3ab? + b3) = —c°
a® + b® + 5a*b + 10a3b? + 10a%b3 + 5ab* = —c°
a® + b® + ¢® = —5ab(a® + 2a?b + 2ab? + b?)

a’ + b+ c® 3
— = —abl|la+b) —abl|a+b
—c3 —c

5 = abc(c? — ab)

$to je i trebalo dokazati.

Zadatak 3. Duljine stranica trokuta su tri uzastopna prirodna broja. Dokazati da visina

trokuta povucena na stranicu srednje duljine dijeli tu stranicu na dijelove ¢ija je razlika
4.

RJESENJE:

Neka je v = |CD| visina koja odgovara stranici AB, srednjoj po duljini (slika) i neka su x

i y odsjeéci na koje tocka D dijeli stranicu AB.

Duljine stranica AC,AB i BC su redom
n+1,n,n—1. Tadaje

X+y=n.
Iz pravokutnih trokuta ACD i BCD slijedi
daje

(n+1)%—y%=v%
i

(n—1)% —x? = v%

Slijedi da je
(n+1)?-y*=nm-1>%-x%

odnosno
(n+1)* - (n—-1)% =y* —x?

y—x)(y +x) =4n.
8



Kako je x + y = n, slijedi da je
(y —x)n =4n,

y—x=4.

Zadatak 4. Kocka sira dimenzija 3x3x3 podijeljena je na 27 jedini¢nih kocki. Mi§ gricka
sir tako Sto jede jedini¢ne kocke jednu za drugom, ali tako da poslije pojedene jedne
jedini¢ne kocke prelazi na njoj susjednu. Dvije jedini¢ne kocke su susjedne ako imaju
zajedniCku stranu. MoZe li miS pojesti sav sir tako $to ¢e otpoceti sa jedinicnom kockom
koja sadrzi jedan vrh kocke 3x3x3, a zavrsiti sa jedinicnom kockom koja se nalazi u

sredini?

RJESENJE: Sve jedini¢ne kocke, na koje je podijeljen sir, rasporedene su u tri sloja —
nazovimo ih gornji, srednji i donji. Ozna¢imo jedini¢ne kocke brojevima 1 i 0 na sljedeci
nacin: srediSnju kocku oznadimo sa 1, a ostale numeriramo tako da su svake dvije
susjedne oznacene razli¢itim brojevima (dvije kocke su susjedne ako imaju zajednicku

stranu). Tada u srednjem sloju imamo 5 kocki oznacenih sa 1 i 4 kocke oznacene sa 0
(slika 1).

1(0(1
0|1
1101

Slika 1. Oznake na kockama u srednjem sloju

U gornjem i donjem sloju imamo po 4 kocke oznacene sa 1 i po 5 kocki oznacenih sa 0
(slika 2). Znaci, ukupan broj jedini¢nih kocki oznacenih sa 1 je 13, a ukupan broj kocki
oznacenih sa 0 je 14. Pri tome, jedini¢ne kocke koje sadrZe vrhove kocke dimenzija 3x3x3
oznacene su sa (.

0|1
1101
010

Slika 2. Oznake na kockama u gornjem i donjem sloju

Ako miS jede jedini¢ne kocke u nizu polazeci od vrha, tako da uvijek prelazi na susjednu,
onda je niz od 27 brojeva kojima smo oznacili jedini¢ne kocke oblika 0101...010, tj.niz
mora zavrsiti 0. Ako bi mi§ mogao pojesti sir tako da pode od vrha i zavrSi u srediSnjoj
jedini¢noj kocki, niz bi morao poceti nulom a zavrsiti jedinicom, $to je kontradikcija u
odnosu na dobiveni niz. Znaci, nije moguce da mis pojede sir na taj nacin.



2. RAZRED

Zadatak 1. Odrediti realni broj a takav da vrijedi

(\/x2 + a2 + Vx2 — a2>_2 _ (E)“

Vx? + a? —Vx? — a?

m2+n2

akojex = ,
2mn

a>0m>0n>m.

RJESENJE:

Uvrstimo izraz za x u Va2 + a? i Vx% — a? te dobijemo

m? + n? m+n)? a(m+n
\/x2+a2=\/a2<—+1>= az( )y _« )

2mn 2mn V2mn

m? + n? (m-n)2 am-n| an-m)
vx2—a?= |a?|————1|= |a? = = :
2mn V2mn V2mn

Dobivene izraze uvrstimo u pocetnu jednakost

a(m+n) a(n—m) -

\/J|c2+a2+\/x2—a2 V2Zmn V2Zmn _/m+n+n-m\?
(\/x2+a2 \/xz_az a(m+n) _an—-m) _<m+n—(n—m))
VZmn  zmn

m

Konaéno

paslijedi da je a = 2.

xX+y3=1

Zadatak 2. RijeSite sustav jednadzbi | , ) 3 .
x°y +2xy“+y> =2

10



RJESENJE:

Uvedimo smjenu x = zy. Dobijemo

Zy3+y3=1
z2y3 +2zy3 +y3 =2

Nakon faktorizacije imamo
yZ+1)=1
y3(z2+2z+1)=2
Podijelimo prethodne dvije jednadZzbe i dobijemo

z2+1 1

Z2+2z+1 2
Uz uvjet da je z # —1 izraz postaje

zz—z+1_1

z+1 2
2z -3z+1=0.
Rjesenja kvadratne jednadZzbe suz; =11z, = %

3
Za z, = 1, dobijemo da je x = y, odnosno 2x3 = 1, x = ?.

1 .. . y 3\/§
Zaz, = > dobijemo da je x = > odnosno x = <

" C 32 33\ . (33 233
Konacno, rjeSenja sustava su 5 )5 =)

Zadatak 3. Odredite polinom 3.stupnja s realnim koeficijentima tako da vrijedi
P1-i)=2+i, P@l)=1-2i

RJESENJE:

Neka je traZeni polinom P(z) = az3 + bz?* + cz + d, gdje su brojevi a, b, c,d € R.

11



Prema uvjetima vrijedi

PA-D=a(1-i3+bA-D*+c(1-i)+d=
=-2a+c+d+i(-2a—-2b—-c)=2+1i

P(i)=ai®3+bi’+ci+d=-b+d+i(-a+c)=1-2i

Sad imamo sustave

{—2a+c+d=2 . {—b+d=1 = d=b+1
—2a—-2b—c=1 —-a+c=-2 = c=a-2

Supstitucijom dobijemo

{ —a+b=3
—3a—-2b=-1
tesurjeSenja a=—1,b =2,c = —3,d = 3, odnosno traZeni polinom je

P(z) = —z3 +22z> -3z + 3.

Zadatak 4. Duljine teZiSnica trokuta ABCsut, =9, t, = 12 i t. = 15. Kolika je duljina

one stranice trokuta ABC kojoj odgovara najdulja teZiSnica.

RJESENJE:

TeziSte T dijeli teZiSnice na dva dijela u omjeru 2 : 1, racunajuéi od vrha trokuta. Da bi

odredili duljinu stranice AB, produZimo teZiSnicu CE preko vrha E za 5 cm (slika).

1
|BE| = |AE| = |4B|

|ET| = |DE| = 5¢cm
|<AED| = |<BET]|

SKS
— ABTE = AADE

12



Slijedi da je |AD| = 8cm.

AADT ima stranice duljina 6cm, 8cm i
10cm, pa je pravokutan (6% + 8% = 102, s
pravim kutom «DAT.

Prema tome, Cetverokut ADBT je
pravokutnik kojemu je stranica AB

dijagonala, a poSto su u pravokutniku

¢
\

AT S B dijagonale jednakih duljina, slijedi da je
.- |DT| = |AB| = 10cm.

-

3. RAZRED

Zadatak 1. RijeSite jednadZbu

logsx-logyx-logsx = logzx - log,x + logyx - logsx + logsx - logsx.

RJESENJE:

Jednadzba ima uvjet x > 0. ZapiSimo logaritme iz jednadzbe kao dekadske logaritme

logx logx logx logx logx logx logx logx logx
log3 log4 log5 log3 log4 log4 log5 log5 log3

Sada imamo

log3x _ log*x N log?x N log?x
log3log4log5 log3log4 log4log5 log5log3

log3x = log5 - log*x + log3 - log?x + log4 - log*x
log3x — log*x(log5 + log3 + log4) = 0

log*x(logx — log60) = 0

1z zadnje jednadzbe slijedi da je log?x =0, x; =1 i logx = log60, x, = 60.

13



Zadatak 2. Odrediti rjeSenja sustava jednadzbi, uz uvjet x,y € (0, g)

cosx = 2cos3y
sinx = 2sin3y’

RJESENJE:

Zbog uvjeta x,y € (0, g) je sinx, siny # 0, pa je sustav ekvivalentan sa

COoSX

= 2cos?y
cosy
sinx . 5
— = 2s5in“y
siny

Zbrajanjem prethodne dvije jednadZbe dobijemo

sinxcosy + cosxsiny 9 — sin(x +y) _

sinycosy sinycosy
odnosno
sin(x + y) = sin2y.
Sada imamo 2sin*2 cos 22 = 0.

2 2
. x-y . . N1 , . 3 , V2
Za sin—= = 0 © x =y, iz polazne jednadzbe imamo sinx = 2sin’x < sinx = 5 e

Y3 . 3
xX=-, (sinx >0), y= -
Za cosx;ﬁ = 0 © x + 3y = m, iz polazne jednadzbe imamo siny = 2sin’y <

siny:g@yzz, (siny > 0), ng.

we o . o w o . ]
Znadi, jedino rjeSenje jex =y = T

Zadatak 3. Rijesiti nejednadzbu

4x—%+\/x2—4- + 22x-6+2Vx2-4 5 3x-3+Vx?-4 | x-2+Vx?-4

RJESENJE:

Uvedemo smjenu x — 3 + Vx2 — 4 = t, paimamo

14



1
47 4 4t > 3t 4 3t+1
1
4t (47 + 1) > 3t(1+3)

t

4024

Vratimo smjenu, te imamo

x—3++x2—-4>1.

Uz uvjet da x € (—o0,—2] U [2,+0),

=
\Y
N| v

Zadatak 4 Visina posude valjkastog oblika jednaka je promjeru baze. U posudu je prvo
smjeSten uspravni stoZac, €iji su polumjer baze i visina jednaki odgovarajuéim veli¢inama
valjka, a zatim i Sest loptica jednakog polumjera. Svaka loptica dodiruje posudu, plast

stosca i dvije susjedne loptice. Da li loptice jednim svojim dijelom izlaze iz posude?

RJESENJE: Loptice smjeStene u prostoru, gledano u popreénom presjeku odozgo,
prikazane su na donjoj slici desno.

N[z

1a

15



S RINTES

Sa slike je otito 3r = 7, odakle je r = 2. Sa slike lijevo imamo tge = Z = 7. Takoder je

r . 2t9§ 1 N
po2 Nadalje, iz formule tg(pzm, uz tge = -, slijedi
2

o _ T : _
tg =+ odakle je d =
jednadiba tg?2 4+ 4tg 2 — 1 = 0, ¢&ija su rjesenja (tg 2) = -2+ /5.

2 2 2 1,2
Iz geometrijskih razloga, jedino prihvatljivo rjesenje je tg% = /5 — 2. Loptice dosezu

visinu H koja u ovisnosti o promjeru baze R iznosi

6

R
H=d+r=——t4r=-—0 K% R( ! +1)—5-\/§_1
? 6~ 6\J5_2 6 V52

+
tg 4 V5 -2
Odakle, racionalizacijom posljednjeg razlomka dobivamo
R R
Hzg(\/§+3)>g(3+3)=R,

tj. loptice ne izlaze izvan posude niti jednim svojim dijelom.

4. RAZRED

Zadatak 1. Odredite ona rjeSenja jednadzbe
1-Dz*+ (1 +iz=0,

z € C, koja zadovoljavaju uvjet |z — 1 + i| < %

RJESENJE:

a) 21:0

3n 3n
3 1+i 3 . 3 —+2kn . . —St2km
b) z = __i:‘/_l: 1<cosz3 +lsm23 ,k=0,1,2.

RjeSenja su

- cosZyisinZ—

z, = 5 tising =i
= cos T+ isi 7m V3 1
zZ3 = g tisin——=—-——ig
—c0511n+" 11 V3 1
Zy = A isin——=—-—1i7

16



Uvjet |z—1+i| < %zadovoljavaju:

3 3
z1=0 = [0-1+il<5 = V2 <3

V3 1 V3 1 3 3

=il = — 1l+=il<= = [2- <=

z, > 12 ‘(2 >+21_2 \/§ =35

Zadatak 2. Ako sin(f +vy — a), sin(y + a — B), sin(a + f —y) ¢ine aritmeticki niz,
dokazite dai tga, thf, tgy takoder Cine aritmeticki niz.

RJESENJE:

Podimo od pretpostavke
sinB+y—a)—sin(y+a—pB)=sin(y+a—p) —sin(a+p—-y)
Pomocu adicijskih formula transformirajmo izraz

sin(B + y)cosa — cos(B + y)sina — (sin(y + a)cosp — cos(y + a)sinf}) =
= sinycos(a — B) + cosysin(a — B) — (sin(a + B)cosy — cos(a + B)siny)

Nakon sredivanja dobijemo
cosysinfcosa — cosycosfisina = cosasinycosf — cosacosysinf.
Dijeljenjem sa cosacosBcosy dobijemo

tgp —tga = tgy — tgp,

Sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 3. RijeSite jednadzbu

tgx + 6¢ctgx = —1-4+3.

0s’x

17



RJESENJE:

o 4 3 1 = =
Izraz pod korijenom zapiSimo u obliku cosZx 1= cosZx tg

Zadana jednadZba je ekvivalentna sa

tgx + 6ctgx = |tgx| — 4V/3.

Razmotrimo moguce slucajeve.

1) Ako je tgx > 0, tada jednadZba ima oblik
23

tgx = ———,
ctgx 3

odnosno slijedi da je ctgx < 0, p bi trebalo biti i tgx < 0, $to je kontradikcija.

2) Dakle, mora biti tgx < 0, odakle slijedi
2tgx + 6¢ctgx + 43 = 0.
MnoZenjem sa thx, dobijemo jednadzbu
tg’x +2V3tgx+3 =0
2
(tgx++3) =0
tgx = —3
RjeSenje jednadzbe je
2w
x=—+kn, kel

3

Zadatak 4. Naéi sve funkcije f: R — R, takve da vrijedi

FOf(x+y)+f(x) =4x+2yf(x+y)
zasve x,y € R.

RJESENJE:

Uvrstavajuéi y = 0 dobijemo

f(f(x) = 4x, (1)

iz Cega slijedi da je f bijektivna funkcija. Takoder nalazimo da je

18



£(0) = f(4-0) = f(f(F()) = 4£(0),
stoga je f(0) =0.

Sada, uvrstavajué¢i x = 0 i y = 1 u zadanu jednadzbu i koristec¢i (1) dobijemo
4= f(f(D) = 2f(V),

te je f(1) = 2 izbog toga je
f@2)=f(f1) =4

Konaéno uvedemo supstituciju y = 1 — x u jednadzbu:

fRA-x)+f(x)=4x+4(1—x) =4 =f(2), zasvex € R.
Kako je f injekcija, iz ovog slijedida je f(x) =2 —2(1 —x) = 2x.
Lako se moZe provjeriti da funkcija zadovoljava postavljenu jednadzbu. Zbog toga je

jedino rjeSenje funkcija definirana sa

f(x) =2x, zasve x€R.

ZADATKE PRIPREMILA
dr. IVANA ZUBAC

NATJECATELJSKA KOMISIJA - S8

1. MARINKO ANTUNOVIC, prof.
2. Dr. IVANA ZUBAC
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REZULTATI
NATJECANJA IZ MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBIH
Visoko, 5. travnja 2025.
l. razred

1. Marko Crnjak — Gimnazija Mostar
2. Lemana Smaji¢ — Franjevacka klasi¢na gimnazija Visoko
3. Nikola Goluza — Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar

Il. razred

1. Roko Lucié — SC fra Martina Nedi¢a Orasje
2. Ilijan Beri¢ — Gimnazija Livno
3. Leon Raji¢ Kozari¢ — Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar

I11. razred

1. Ante Penava — Gimnazija fra Grge Marti¢a Posusje
2. Matea Culjak — SS Capljina
3. Filip Aleri¢ — Gimnazija Mostar

IV. razred

1. Dragan Boban — Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar
2. Marko Antunovié¢ — Tehni¢ko-obrtni¢ka §kola KSC ,,Don Bosco* Zepée
3. Petra Lasi¢ — Gimnazija Mostar

POPIS UCENIKA KOJI SU SE PLASIRALI NA MATEMATICKU OLIMPIJADU

BIH
Visoko, 18. i 19. svibnja 2024.

Marko Crnjak — Gimnazija Mostar

Lemana Smaji¢ — Franjevacka klasi¢na gimnazija Visoko

Roko Luci¢ — SC fra Martina Nedi¢a Oragje

Ilijan Beri¢ — Gimnazija Livno

Ante Penava — Gimnazija fra Grge Marti¢a Posusje

Matea Culjak — SS Capljina

Filip Aleri¢ — Gimnazija Mostar

Dragan Boban — Gimnazija fra Grge Marti¢a Mostar

Marko Antunovi¢ — Tehni¢ko-obrtni¢ka §kola KSC ,»Don Bosco“ Zepce
10 Petra Lasi¢ — Gimnazija Mostar

©WooN R WNE
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ZUPANIJSKA NATJECANJA 1Z MATEMATIKE UCENIKA
OSNOVNIH SKOLA HNZ, ZHZ, PZ 1 HBZ

VIIL i IX. razreda odrZana su 11. travnja 2025. (Mostar, Ljubuski, Bok i Livno)

VL i VIL razreda odrZano je 23. svibnja 2025. (Capljina, Ko&erin, Tolisa i Zabriiée)

PROGRAM NATJECANJA 11. TRAVNJA

Do 12:00 Dolazak sudionika natjecanja u zgradu Skole domacdina

12:45 Otvaranje natjecanja

13:00-14:30 Natjecanje u¢enika — izrada zadataka

14:00-16:00 Rad komisija — pregled uceni¢kih radova

16:00 Nesluzbeni rezultati natjecanja (pod Siframa)

16:30 Sluzbeni rezultati natjecanja, dodjela diploma i nagrada
najuspjesnijim ucenicima

PROGRAM NATJECANJA 23. SVIBNJA

Do 12:00 Dolazak sudionika natjecanja u zgradu $kole domadina

12:45 Otvaranje natjecanja

13:00-14:30 Natjecanje uéenika — izrada zadataka

14:00-16:00 Rad komisija — pregled u¢eni¢kih radova

16:00 NesluZbeni rezultati natjecanja (pod Siframa)

16:30 Sluzbeni rezultati natjecanja, dodjela diploma i nagrada
najuspjesSnijim ucenicima
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ZADACI
8. RAZRED

1. Odredite 3 racionalna broja koja su manja od — % ivetaod — % a kojima su brojnik

i nazivnik relativno prosti brojevi (njihov najve¢i zajednicki djelitelj je 1).

2. Rijesite jednadzbu

9
[0.72—(10— )-0.625]:0.225 =0.7.

1.1—x

3. Cijena TV uredaja pojeftinila je 3 puta za redom po 10%. Kolika je bila po¢etna

cijena, ako je cijena nakon pojeftinjenja 2187 KM.

4. Pomije$a li se 8 I vruce i 2 I hladne vode, dobije se 10 I vode kojoj je temperatura
66°C. Ako se pomijesa 7 I vruée i 31 hladne vode, dobije se 10l vode kojoj je

temperatura 59°C. Kolika je temperatura vruée, a kolika hladne vode?

9.RAZRED
1. RjeSenje jednadzbe

2 3 1 1
§x—1_§x+722x+22_ 1
6 8 5 2

je duljina dijagonale kvadrata izrazena u cm. Koliki je opseg tog kvadrata?

2 6 11
es we . vy s x-y xty ~ 10

2. Rijesite sustav jednadzbi .
4 9 1

x-y x+y ~ 10

3. Osnovice trapeza jednake su 18 cm i 16 cm, a visina 9 cm. Kolika je udaljenost

sjeciSta S produzenih krakova trapeza od kraée osnovice?

5—|m|

4. U jednadzbi linearne funkcije f(x) = — X+ 3 odredite vrijednost parametra m,

tako da graf te funkcije bude usporedan sa pravcem zadanim jednadZbom

x—2 1-
—=_2=1,
9 27
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RJESENJA

8. RAZRED

Zadatak 1. Odredite 3 racionalna broja koja su manja od —% iveéa od — % a kojima su

brojnik i nazivnik relativno prosti brojevi (njihov najveéi zajednicki djelitelj je 1).

RJESENJE:

- T | 5 we o . . o e I
Posto vrijedi — 2 <a< -— 1> Prvo prosirimo prvi razlomak tako da ima isti nazivnik kao

drugi razlomak

6 5
—2<a<—— 1)
12 12

ProSirivanjem izraza (1) sa 2 dobijemo
12 10

—ﬁ<a<—ﬂ,

.. .o 11
pa je jedno rjeSenje ——.

Ponovimo postupak proSirujudi razlomke iz izraza (1) sa 3 i dobijemo

18_ 15
36 "2 3¢

. U T
te dobijemo sljedece rjeSenje — é.

I kona¢no prosirujudi sa 4 dobijemo izraz

24 _ 20
28 %S Tag

C ey . 23
i trece rjeSenje ———.
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Zadatak 2. RijeSite jednadzbu

9.919
[0. 72 — (10 -

1.1—x

)-0.625]:0.225 =0.7.

RJESENJE: Koristeéi definicije radunskih operacija, imamo

9
)-0.625=0.7-0.225

0.72—(10—
1.1 —x

0.72 (10 9.919
' 1.1

)-0. 625 = 0.1575

9.919
(10— )-0.625 —0.72 —0.1575
1.1—«x

9.919
(10 _

10.625 = 0.562
——)-0.625 = 0.5625

9.919

=0.5625:0.625
1.1 —x

9.919

1.1—x

9.919

=9.1
1.1—x

1.1-x=9.919:9.1

1.1—-x=1.09
x=1.1-1.09
x=0.01

Zadatak 3. Cijena TV uredaja pojeftinila je 3 puta za redom po 10%. Kolika je bila

pocetna cijena, ako je cijena nakon pojeftinjenja 2187 KM.

RJESENJE:
AKko cijenu TV uredaja prije pojeftinjenja oznacimo sa x, cijena poslije tri pojeftinjenja

od po 10% bit ¢e
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0.9-(0.9-(0.9-x)) = 2187
0.729 - x = 2187
x =2187:0.729

x =3000

Znacdi, cijena prije pojeftinjenja bila je 3000 KM.

Zadatak 4. Pomijesa li se 81 vruée i 21 hladne vode, dobije se 10! vode kojoj je
temperatura 66°C. Ako se pomijesa 7 [ vruée i 3 [ hladne vode, dobije se 10 I vode kojoj

je temperatura 59°C. Kolika je temperatura vrucée, a kolika hladne vode?

RJESENJE:

Neka je x temperatura vruée vode, a y temperatura hladne vode.

Prema uvjetima zadatka dobijemo sustav

{8x+2y=66-10
7x+ 3y =59-10

{Bx + 2y =660
7x + 3y = 590

RijeSimo sustav metodom suprotnih koeficijenata mnoZeéi prvu jednadzbu s —3, a
drugu s 2.

{—24x — 6y = —1980
14x + 6y = 1180

Nakon zbrajanja dobijemo
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—10x = —800
x =80

Uvrstavajuéi u jednu od pocetnih jednadzbi dobijemo da je y = 10.

Znaci, temperatura vrucée vode je 80°C, a hladne 10°C.

9. RAZRED

Zadatak 1. Rjesenje jednadzbe

2 3 1 1
§x—1 §x+7:Ex+27_21
6 8 5 2

je duljina dijagonale kvadrata izrazena u cm. Koliki je opseg tog kvadrata?

RJESENJE:

Nakon mnoZenja jednadZbe sa 120 dobijemo

20 (2 1) 15 (3 +7)—24 (1 +5) 300
3" 5% = 2% 72

40
?x—20—9x—105=12x+60—300

40
?x— 9x — 125 = 12x — 240

Nakon mnoZenja sa 3 dobijemo

40x —27x —36x =375—-720

—23x = —-345
Paje x = 15, odnosno d = 15.
.. . T . dvz  15V2 .
Iz formule za duljinu dijagonale kvadrata d = av/2 slijedi da je a = — =5 paje
opseg kvadrata
0 = 4a = 30V2.
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2 6 11

x-y  x+y 10
4 9 1°

x=y x+y 10

Zadatak 2. RijeSite sustav jednadzZbi

RJESENJE:
o . _  (2a+eb=1
Uvedemo smjenu — = a, — = b, pa sustav ima oblik 1°
Y x+y 4a —9b = —

Nakon mnoZenja prve jednadzbe sa -2 dobijemo

11
—4a—12b= ——

5
4a —9b = 1
777710
Zbrajanjem jednadZzbi imamo
1
b=—,
10

1 1
x—y:Z
1 1°
x+y 10
{x—y=4
x+y=10

Rjesenja zadnjeg sustavasux =7 iy = 3.

Zadatak 3. Osnovice trapeza jednake su 18 cm i 16 cm, a visina 9 cm. Kolika je udaljenost

sjeciSta S produZenih krakova trapeza od kraée osnovice?
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RJESENJE:

C Neka je x traZena udaljenost.

Ocito je AABC~ADCS (Kutovi s

paralelnim kracima).

|AB|: |SE| = |DC|:|SF],
tj.
18:(x+9) = 16:x.

Iz prethodne proporcije x = 72.
Znaci, tocka S udaljena je 72cm od krace osnovice trapeza.

5—|m|

Zadatak 4. U jednadzbi linearne funkcije f(x) =—Xx+3 odredite vrijednost

parametra m, tako da graf te funkcije bude usporedan sa pravcem zadanim jednadZzbom

x—2 1-
=X,
9 27

RJESENJE:

NapiSimo jednadZbu pravca u eksplicitnom obliku

x—2 1-y
- =1
9 27
3x—-6—-1+y=1
y=-3x+8
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Znaci koeficijent smjera pravca je k = —3.

PoSto je pravac usporedan sa grafom linearne funkcije koeficijenti smjera pravcea i

funkcije su jednaki, pa slijedi

RjeSenja su m; = —14 im, = 14.

REZULTATI

Zupanijskih natjecanja iz matematike u¢enika VIII. i IX. razreda osnovnih
$kola HNZ, ZHZ, ZP, i HBZ odrzanih 11. travnja 2025.

VIIL razred HNZ - Mostar

Osvojeno mjesto | Ime i prezime ucenika | Skola i mjesto

I. mjesto Mihael Njavro 0.S. kardinala Stepinca, Neum
Il. mjesto Ivana Marié 0.8.S. S. Kranjéevi¢a, Mostar
I11. mjesto Frano Domagoj Juka Treéa osnovna $kola, Mostar
IX. razred

I. mjesto Tamara Anici¢ 0.S. A.B.Simi¢a, Mostar

Il. mjesto Slavo Vidak Azinovi¢ 0.S. Petra Bakule, Mostar

I11. mjesto Marko KneZevi¢ 0.S. Petra Bakule, Mostar
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VIII. razred

ZHZ - Ljubuski

Osvojeno mjesto

Ime i prezime ucenika

Skola i mjesto

I. mjesto Nikola Vlasié¢ 0.S. fra Stipana Vrlji¢a, Soviéi

I1. mjesto Sara Sablji¢ 0.S. Ko&erin, Ko&erin

I11. mjesto Tamara Mati¢ 0.S. Ivane Brli¢ - MaZurani¢, Ljubugki
IX. razred

I. mjesto Marko Dugandzié¢ 0.S. Ivane Brli¢ - MaZurani¢, Ljubugki
Il. mjesto Marija Gali¢ 0.S. Ko&erin, Ko¢erin

I11. mjesto Petra Musa 0.S. Koéerin, Ko&erin

VIIL razred HBZ - Livno

Osvojeno mjesto

Ime i prezime ucenika

Skola i mjesto

I. mjesto

Ivan Omazié

0.S. fra Lovro Karaula, Podhum

Il. mjesto Matej Pavié 0.S. Ivan Goran Kova¢i¢, Livno

I11. mjesto Pere Masi¢ 0.S. Ivana MaZuraniéa, Tomislavgrad
IX. razred

I. mjesto Petar Ivié 0.S. fra Miroslava DZaje, Kupres

Il. mjesto Helena Petrakovi¢ 0.S.,,Drvar“, Drvar

I11. mjesto Luka Miskovié 0.S. Ivan Goran Kova¢i¢, Livno
VIII. razred 7P - Bok

Osvojeno mjesto

Ime i prezime ucenika

Skola i mjesto

I. mjesto

Ana Markovi¢

0.S. Stjepana Radi¢a u Boku

Il. mjesto Ajla Smajlovié 0.S. Oraije, Orasje

I11. mjesto Mihael Nedié 0.S. fra Ilije Staréeviéa, Tolisa
IX. razred

I. mjesto Frano Culap 0.S. Vladimira Nazora, OdZak
Il. mjesto Iva Miskovi¢ 0.S. Braée Radi¢a, Domaljevac
I11. mjesto Magdalena DZebi¢ 0.S. Braée Radi¢a, Domaljevac

POPIS UCENIKA KOJI SU SE PLASIRALI NA JUNIORSKU MATEMATICKU
OLIMPIJADU BIH

Visoko, 1. lipnja 2025.

N~
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Mihael Njavro - O.S. kardinala Stepinca, Neum

Tamara Aniéi¢ - O.S. A.B.Simi¢a, Mostar

Nikola Vlasi¢ - O.8. fra Stipana Vrlji¢a, Soviéi

Marko DugandZié¢ - O.S. Ivane Brli¢ - MaZuranié, Ljubuski
Ivan Omazié¢ - O.S. fra Lovro Karaula, Podhum

Petar Ivi¢ - O.S. fra Miroslava DZaje, Kupres

Ana Markovi¢ - O.S. Stjepana Radi¢a u Boku

Frano Culap - O.8. Vladimira Nazora, OdZak




ZADACI

6. RAZRED

1. Magi¢ni kvadrat 3x3 je takav kvadrat kod kojeg se zbrajanjem po tri broja u svim
smjerovima (horizontalno, vertikalno i dijagonalno) dobija uvijek isti broj. Popuniti

prazna polja u kvadratu da bi kvadrat bio magican.

21 | 14
19

20

2. Zadani su kutovi a@ = 42°54' i B = 35°37'. Odrediti veli¢inu kuta y (slika) ako su

pravci a i b usporedni.

3. Odrediti troznamenkasti prirodni broj koji ima oblik abc, gdje je a > b > ¢, tako

da vrijedi jednakost abc + acb + bac + bca + cab + cba = 1998.
(Uputa: abc = 100a + 10b + ¢)

4. Dokazati da je zbroj svih prirodnih brojeva od 1 do 1000 djeljiv sa 7. Odgovor

obrazloziti!

7. RAZRED

1. Odredi x iz jednadZzbe

11
9(11—0—0.945. 0.9) B X
3 3 ~ 10.5-0.24—15.15: 7.5
155-45: 7
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2. Razlomak % predstavite kao zbroj dva razlomka ¢iji su nazivnici prosti brojevi.

3. Naci zbroj svih cjelobrojnih rjesenja nejednadzbe |x + 6| < 8.

4. Jednog ljetnog mjeseca samo su Cetiri dana bila kiSna. Zanimljivo je da su to bili prvi
dan u mjesecu i tri utorka koji su imali parni datum. Odrediti koji je dan u tjednu
bio prvi u tom mjesecu. Odgovor obrazloziti!

RJESENJA

6. RAZRED

Zadatak 1. Magi¢ni kvadrat 3x3 je takav kvadrat kod kojeg se zbrajanjem po tri broja u
svim smjerovima (horizontalno, vertikalno i dijagonalno) dobija uvijek isti broj. Popuniti

prazna polja u kvadratu da bi kvadrat bio magican.

21 | 14
19

20

RJESENJE: Neka je broj u sredini kvadrata x. Tada je zbroj u svim smjerovima

jednak (kao na dijagonali) 20 + x + 14 = 34 + x.

x-1121| 14
x | 19
20 x+1

Izracdunavanjem preostalih zbrojeva i usporedivanjem sa karakteristicnim zbrojem
dobijemo jednadZzbe:

34+x — 21 — 14 =34 + x — 35 = x - 1 (prvi red horizontalno)

34+x — 14 — 19 =34+ x — 33 = x + 1 (zadnji red vertikalno)
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Sad imamo dijagonalu x — 1+ x +x + 1 = 34 + x

2x =34
Odnosno x =7, pa kvadrat ima rjeSenje:
16 | 21 | 14
15 | 17 | 19
20 | 13 | 18

Zadatak 2. Zadani su kutovi a = 42°54' i B = 35°37'. Odrediti veli¢inu kuta y (slika)

ako su pravci a i b usporedni.

RJESENJE: Povu¢emo pravac ¢ kroz vrh kuta y usporedno sa pravcima ai b.

Ocigledno je y = a; + B1. Kako je a = a4 i B = B (kutovi sa usporednim kracima)

slijedi da je

y=a+ B =78°31"
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Zadatak 3. Odrediti troznamenkasti prirodni broj koji ima oblik abc, gdje je a > b > c,

tako da vrijedi jednakost abc + acb + bac + bca + cab + cba = 1998.
(Uputa: abc = 100a + 10b + ¢)

RJESENJE:

Kako je
abc = 100a + 10b + ¢
acb = 100a + 10c + b
bac = 100b + 10a + ¢
bca = 100b + 10c + a
cab = 100c + 10a + b
cba = 100c + 10b + a

apostoa,b,c € {1,2,...,9}slijedi

abc + ach + bac + bca + cab + cba = 222a + 222b + 222¢ = 222(a + b + ¢).

Znaci
222(a+ b +c) = 1998,
nakon dijeljenja sa 222 dobijemo
a+b+c=09.

Odavde, zbog a > b > c slijedi da je abc = 531, abc = 432, abc = 621.

Zadatak 4. Dokazati da je zbroj svih prirodnih brojeva od 1 do 1000 djeljiv sa 7. Odgovor

obrazloziti!

RJESENJE: Kako je

1+1000=2+999=3+998 =...= 1001,
i kako takvih parova ima
1000 : 2 =500,
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to je zbroj svih prirodnih brojeva od 1 do 1000 jednak

500-1001.

Kako je 1001 = 11 -7 - 13, to je traZeni zbroj djeljiv sa 7.

/. RAZRED

Zadatak 1. Odredi x iz jednadZbe

11
9(1E_°'945' 0.9) ) X
3 3. ~ 10.5:0.24—-15.15: 7.5
175457
RJESENJE:
21 945 10
9(E_1000 'T) ~ x
13 _35 1 ~ 105 24 1515 10
10 8 7 10 100 100 75
21 21
9 (15~ 20) _ o x
13_5 252 _ 101
10 8 100 50
21
9% _ X
27 ~ 1
20 2

2027 1
2x =14
x=17
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Zadatak 2. Razlomak % predstavite kao zbroj dva razlomka ¢iji su nazivnici prosti

brojevi.

RJESENJE: Nazivnik je 6, pa kako su 2 i 3 jedini prosti brojevi ¢iji je umnozak 6, to je

29 . c
razlomak - zbroj polovina i treéina.

Znaci,
29_x+y_3x+2y
6 2 3 6
a odavde je
3x + 2y = 29.

Posto je 2y paran broj, a 29 neparan broj, 3x mora biti neparan broj.

Imamo sljedece moguénosti

x=1y=13; x=3,y=10; x=5,y=7;, x=7,y=4;, x=9,y=1.

Znacdi rjesenje je

—
w

[=))
Njw

N =
+ TN
w_li-‘w|-[sw|\1w|; |
w

Il
NI ON|IIN]| O
+ o+

Zadatak 3. Naci zbroj svih cjelobrojnih rjeSenja nejednadzbe |x + 6| < 8.

RJESENJE:

Prem definiciji apsolutne vrijednosti slijedi da je |x + 6| < 8 jednako
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—-8<x+6<8,
tj.
14 <x < 2.

Ako je x cijeli broj slijedi
x €{-14,-13,-12,-11,-10,—-9,-8,-7,-6,—5,—4,—3,-2,—-1,0,1,2}.
Trazeni zbroj je - 102.

Zadatak 4. Jednog ljetnog mjeseca samo su ¢etiri dana bila kiSna. Zanimljivo je da su to
bili prvi dan u mjesecu i tri utorka koji su imali parni datum. Odrediti koji je dan u tjednu

bio prvi u tom mjesecu. Odgovor obrazloziti!

RJESENJE:

Mjesec moZe najviSe imati 31 dan. Razmak izmedu dva utorka je 7 dana. Kada 31
podijelimo sa 7 dobijemo 4 i ostatak 3. To znaci da u mjesecu moze biti najviSe 5 utoraka.
Ako je prvi utorak parnog datuma, onda je sljedeci utorak neparnog datuma. Nakon toga

sljedeci utorak opet ima parni datum itd.

Kako su u tom mjesecu bila 3 utorka s parnim datumom, morala su biti i 2 utorka s
neparnim datumom. Buduéi da u jednom mjesecu moZe biti najviSe 5 utoraka, tog
mjeseca je bilo to¢no 5 utoraka. To znaci da je jedan od utoraka moramo biti jedan od
prva tri dana u mjesecu. Kako u tom mjesecu imamo tri utorka sa parnim datumom i dva
utorka sa neparnim datumom, prvi utorak je morao imati parni datum. To znaci da je
mogao pasti samo na drugi dan u tom mjesecu. Dakle, prvi dan u mjesecu je bio

ponedjeljak.
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REZULTATI

Zupanijskih natjecanja iz matematike u¢enika VI. i VII. razreda osnovnih
§kola HNZ, ZHZ, HBZ i ZP odrzanih 23. svibnja 2025.

VI. razred HNZ - Capljina

Osvojeno mjesto Ime i prezime u¢enika | Skola i mjesto

I. mjesto Barbara Mati¢ 0.S. kardinala Stepinca, Neum

I1. mjesto Vice KoZul 0.S. Ili¢i, Mostar

I11. mjesto BoZo Matusko 0.S. kardinala Stepinca, Neum

VII. razred

I. mjesto Ana Marijanovié¢ 0.S. Petra Bakule, Mostar

I1. mjesto Mark Munetié 0.S. Petra Bakule, Mostar

I11. mjesto Josip Bosnjak 0.S. Ili¢i, Mostar

VI. razred ZHZ - Koéerin

Osvojeno mjesto Ime i prezime u¢enika | Skola i mjesto

I. mjesto Jakov MiSetié¢ 0.S. Ivane Brli¢ - MaZurani¢, Humac
Il. mjesto Branka MatijaSevi¢ 0.S. Ivane Brli¢ - MaZuranié, Gra&ine
I11. mjesto Marko Rudez 0.S. A.B. i Stanislava Simi¢a, Tihaljina
VII. razred

I. mjesto 2eljk0 Simi¢é 0.S. Rudera Boskovi¢a, Grude

Il. mjesto Borna Pavlovié 0.S. Tina Ujeviéa, Vitina

I11. mjesto Karlo David Muci¢ 0.S. Ivane Brli¢ - MaZurani¢, Humac
VI. razred HBZ - Zabrisée

Osvojeno mjesto Ime i prezime u¢enika | Skola i mjesto

I. mjesto Jure Pavi¢ 0.S. Ivan Goran Kovaé&i¢, Livno

I1. mjesto Milica Maksié 0.S. Drvar, Drvar

I11. mjesto Adrian Perkovi¢ 0.S. Ivan Goran Kovaé&i¢, Livno
VII. razred

I. mjesto Andela Simi¢ 0.S. fra Miroslava DZaje, Kupres

Il. mjesto Josip Celar 0.S. Ivan Goran Kova¢i¢, Livno

I11. mjesto Andrija Markovi¢ 0.S. Ivana MaZuranié¢a, Tomislavgrad
VI. razred ZP - Bok

Osvojeno mjesto | Ime i prezime uc¢enika Skola i mjesto

I. mjesto Lana Kovacevi¢ 0.S. Vladimira Nazora, OdZak

I1. mjesto Ema Co3kovi¢ 0.S. Braée Radi¢a, Domaljevac

I11. mjesto Benjamin HadZiomerovi¢ | O.S. Vladimira Nazora, OdZak

VII. razred

I. mjesto Ruza OrSolié¢ 0.S. fra Ilije Staréeviéa, Tolisa

Il. mjesto Faris Salkanovi¢ 0.S. Vladimira Nazora, OdZak

I11. mjesto Petar Co$kovié 0.S. Braée Radi¢a, Domaljevac
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ZADATKE PRIPREMILA
dr. IVANA ZUBAC

ZUPANIJSKA NATJECANJA SU PROVELE:
Irena Mihaljevi¢ — ZHZ

Nora Sesto — HBZ

Anita Marijanovi¢ — HNZ

Kadica Dominkovié¢ — ZP
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ZAHVALJUJEMO SPONZORIMA KOJI SU POMOGLI
ORGANIZIRANJE NATJECANJA MLADIH MATEMATICARA
UCENIKA OSNOVNIH I SREDNJIH SKOLA U BIH

Glavni sponzori:

e JP Hrvatske telekomunikacije d.d. Mostar
e JP Elektroprivreda HZ-HB d.d. Mostar

Ostali sponzori:

e Ministarstvo znanosti, prosvjete, kulture i $porta HBZ
e Ministarstvo prosvjete, znanosti, kulture i $porta ZHZ
e Ministarstvo prosvjete, znanosti, kulture i §porta PZ

e Predsjednica Federacije BiH, gospoda Lidija Bradara
o Nacelnik Opéine Zepée, gospodin Mato Zovko

e Eagle Technology d.o.0. Zepée

e YUCA d.o.0. Zep&e

Posebna zahvala Franjevackoj klasi¢noj gimnaziji Visoko i ravnatelju fra. Stipi
AlandZaku koji su ugostili JMOBIH kojoj smo bili domacini.

BILTEN uredio Marinko Antunovi¢, prof.
Lipanj, 2025.
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EP

JP ELEKTROPRIVREDA

HRVATSKE ZAJEDNICE HERCEG BOSNE d.d. Mostar

\Veza koja traje



