UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.

ZADACI

. RAZRED

1. Odredi sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe x? + 112 = y2.

2. Nekasu a, b i c pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 1. Dokazite da
vrijedi nejednakost

a3 b3 c3

+
a?+b2  b%2+c¢2  c2+a?

>1
2

3. Visina €D na hipotenuzu AB pravokutnog trokuta AABC je promjer kruZnice k
koja sijece katete AC i BC tog trokuta redom u tockama E i F. AKo je G sjeciste
pravaca CD i EF iako vrijedi

|CG|*> = |CE| - |CF|,
koliki su Siljasti kutovi trokuta AABC ?

4. U Kartezijevoj koordinatnoj ravnini skicirajte skup to¢aka (x, y) koje
zadovoljavaju uvjet
[Ix| + |yl — 2| > 1.

SVAKI SE ZADATAK BODUJE S 25 BODOVA.

ZELIMO TI PUNO USPJEHA NA NATJECANJU!

Natjecateljska komisija



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.

ZADACI

1. RAZRED
1. Nadite skup kompleksnih brojeva z za koje je
2
Im(z*) = (Re(zz))
I skicirajte ga u kompleksnoj ravnini.
2. Odredi, ako postoji, realni parametar k takav da je maksimalna vrijednost
funkcije f1(x) = (k—8)x* —2(k—-5)x+k—9
jednaka minimalnoj vrijednosti funkcije
f20=(k—)x*-2k—-1Dx+k+7
3. Visina €D na hipotenuzu AB pravokutnog trokuta AABC je promjer kruznice k
koja sijece katete AC i BC tog trokuta redom u to¢kama E i F. AKo je G sjeciste
pravaca CD i EF iako vrijedi
|CG|* = |CE| - |CF|,
koliki su Siljasti kutovi trokuta AABC ?

4. Nadite sve parove cijelih brojeva a i b za koje vrijedi

7a + 14b = 5a? + 5ab + 5b>.

SVAKI SE ZADATAK BODUJE S 25 BODOVA.

ZELIMO TI PUNO USPJEHA NA NATJECANJU!

Natjecateljska komisija



UDRUGA MATEMATICARA RUDERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.

ZADACI
111. RAZRED

24+mx

Zadatak 1. RijeSite jednadzbu 4X47CSinx 4 4xarccosx — 37

Zadatak 2. Dokazati da za svaki realan broj x vrijedi nejednakost

sin(cosx) < cos(sinx).

Zadatak 3. Oko kugle je opisan uspravni krnji stoZac. Dokazati da je odnos volumena
kugle i stoSca jednak odnosu oplosja kugle i stoSca.

Zadatak 4. Matematicar se izgubio u Sumi koja ima oblik beskonacne trake Sirine 1 km.
Pokazati da matematicar moZe izabrati takav nacin kretanja koji ¢e ga

izvesti iz $ume poslije najvise 2+/2km predenog puta.

SVAKI ZADATAK SE BODUJE S 25 BODOVA.

ZELIMO TI PUNO USPJEHA NA OVOM NATJECANJU.

Natjecateljska komisija.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017..

ZADACI

1IV. RAZRED

1. Zakoje realne parametre a postoji kompleksan broj z takav da je

|z+V2|=Va2-3a+2 i |z+iV2|<a?

2. Duljine stranica trokuta su tri uzastopna prirodna broja, a jedan od kutova
trokuta je dvaput veéi od jednog od preostalih dvaju kutova. Odredi duljine
stranica trokuta.

3. Nekasua i b realni brojevi veéi od 1 takvi da su brojevi log,a, log,,(2a) i
log4,(4a), u tom poretku, uzastopni ¢lanovi aritmeti¢kog niza.

Dokazi da su brojevi a i b jednaki.

4. Oko kugle je opisan uspravni krnji stoZac. Dokazati da je odnos volumena
kugle i stoSca jednak odnosu oploSja kugle i stoSca.

SVAKI SE ZADATAK BODUJE S 25 BODOVA.

ZELIMO TI PUNO USPJEHA NA NATJECANJU!

Natjecateljska komisija



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.

I. RAZRED

Zadatak 1. Odredi sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe x% + 112 = y?2,

RJESENJE
Zadana jednakost ekvivalentna je s
112=y*-x* = (y - x)(y + x)
Kako je 11 prost broj, broj y — x poprima jednu od vrijednosti +1, +11 ili +112,

a) Nekajey —x = 1,tada je x + y = 112, RjeSenje ovog sustava je x = 60,y = 61.
Ako je y —x = —1, tada je x + y = —112. RjeSenje ovog sustava je
x=-60, y=-61.

b) Nekajey —x = 11,tada je x + y = 11. RjeSenje ovog sustava je x = 0,y = 11.
Ako jey —x = —11, tada je x + y = —11. RjeSenje ovog sustava je
x=0y=-11

c) Nekajey— x = 112 tada je x + y = 1. RjeSenje ovog sustava je
x=-60,y =61.
AKo je y —x = —112. tada je x + y = —1. RjeSenje ovog sustava je
x =60,y =—-61.

g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.

. RAZRED

Zadatak 2. Nekasu a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 1. DokaZite
da vrijedi nejednakost

3 3 3
a b c 1
2.2 + 2, .2 + 2.2 =5
a“+b b“+c c“+a 2
RJESENJE
a3 b3 3
a?+b® b 4+c?  c*+a?
3 ab? (b bc? N ca? ~
“\T @ 2 b2 + c2 ‘Teraz)”
B b 2ab +h c 2bc N a 2ca -
- 2 a?+ b? 2 2+ T2 22"
- b+b c+ a_a+b+c_1
=473 27727 T 2 T2

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.
I. RAZRED

Zadatak 3. Visina CD na hipotenuzu AB pravokutnog trokuta AABC je promjer
kruZnice k koja sijece katete AC i BC tog trokuta redom u to¢kama E i
AKo je G sjeciste pravaca CD i EF i ako vrijedi
|CG|*> = |CE| - |CF|,
koliki su Siljasti kutovi trokuta AABC ?

RJESENJE
MozZemo pretpostaviti da je a < . Kako je < CED =< CFD = 90° (Talesov

teorem), cetverokut CEDF je pravokutnik, pa je
|CG| = |GE| = |GF| (1)

Neka je CH visina na hipotenuzu EF pravokutnog trokuta AEFC. Vrijedi
2P,prc = |CE| - |CF| = |EF| - |CH|

Pa je zbog uvjeta zadatka
|CG|* = |EF|- |CH| = 2|CG| - |CH|, azbog (1)

|CG|? = 2|CG| - |CH|, odnosho
|CG| = 2|CH|

Zbog zadnje relacije < HCG = 60° i < HGC = 30°, pa slijedi
1
< ACD =< GCE = 5(1800 —30%) = 75°
a =< CAD =90°—< ACD =90° — 75% = 15°

B =90°—a=90°-15°=75°

F.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.
I. RAZRED

Zadatak 4. U Kartezijevoj koordinatnoj ravnini skicirajte skup to¢aka (x,y)
koje zadovoljavaju uvjet
lIx] + [yl — 2| = 1.

RJESENJE
Moramo promatrati dva slucaja
1° |x|+lyl—2=1ili 2° |x|+|y|l-2<-1

x| + |yl =3 lx| + [yl <1
Skicirajmo skup to¢aka za koje je |x| + |y| = k, k € N. Ovdje moramo promatrati
Cetiri slucaja:
1) x>0, y=20 =2>2x+y=k
2) x <0, y=0 = —x+y=k
3) x <0, y<0 = —x—-y=k
4) x =0, y<0 =>x—-y=k
TraZeni skup to¢aka je kvadrat s vrhovima u to¢kama (tk, +k)

¥

Prvu nejednakost zadovoljavaju tocke izvan ili na rubu kvadrata s vrhovima u to¢kama
(£3,+3). Druga je zadovoljena za tocke unutar ili na rubu kvadrata s vrhovima u
to¢kama (+1,+1)

g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.
Il. RAZRED

Zadatak 1. Nadite skup kompleksnih brojeva z za koje je
2
Im(z%) = (Re(ZZ))
I skicirajte ga u kompleksnoj ravnini.

RJESENJE

Neka je z = x + yi. Tada je z% = x? + 2xyi,
zt = x* — 6x%y% + y* + (4x3y — 4xy3) - i

2
Tada iz uvjeta Im(z%) = (Re(zz)) slijedi
4x3y — 4xy? = (x? — y?)?
4xy(x* —y*) —(x2—y?)*=0
(x> —y)(4xy—x*+y*) =0

Sada moramo promatrati dva sluéaja: 1° y2 =x2, i 2° y?2 +4xy—x2=0
U prvom slucaju je y = *x, i zadovoljavaju sve tocke pravacay = tx.

U drugom sluéaju, podijeliv§i jednadZbu sa x?, dobivamo kvadratnu jednadzbu po % ,

2
(Z) +4 G) — 1 = 0, &ijarjesenja su

X

4
x

= —2 4+ /5. Time smo dobili jo§ dva pravca y = (—2 + \/g)x

TraZeni skup to¢aka su Cetiri pravca skicirana na slici.

g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.

1. RAZRED

Zadatak 2. Odredi, ako postoji, realni parametar k takav da je maksimalna vrijednost
funkcije f1(x) = (k—8)x* —2(k—5)x +k—9
jednaka minimalnoj vrijednosti funkcije
f20=(k—)x*-2k-1Dx+k+7

RJESENJE

Da bi funkcija f1(x) imala maksimum, mora biti k — 8 < 0,tj. k < 8,
a da bi funkcija f,(x) imala minimum, mora biti k — 4 < 0, tj. k < 4.

4(k-8)(k—9)—4(k—5)%
4(k-8) !

Maksimalna vrijednost funkcije f1(x) je

tj. maxf,(x) = %, (x ER).

4(k—4)(k+7)-4(k-1)?
4(k-4)

Minimalna vrijednost funkcije f,(x) je

5k—-29
k-4

tj. min f,(x) =

Ekstremne vrijednosti tih funkcija se podudaraju pa vrijedi

47 -7k 5k —29
k-8 k-4

Sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu k* — 12k + 35 =0
CijasurjeSenjak =5, k=17.
Oba broja zadovoljavaju uvjete (4 < k < 8), pa su to traZeni parametri.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.

1. RAZRED

Zadatak 3. Visina CD na hipotenuzu AB pravokutnog trokuta AABC je promjer
kruZnice k koja sijece katete AC i BC tog trokuta redom u to¢kama E i F.
AKO je G sjeciste pravaca CD i EF i ako vrijedi
|CG|*> = |CE| - |CF|,
koliki su Siljasti kutovi trokuta AABC ?

RJESENJE
MoZemo pretpostaviti da je « < 8. Kako je < CED =< CFD = 90° (Talesov

teorem), ¢etverokut CEDF je pravokutnik, pa je
|CG| = |GE| = |GF| (1)

Neka je CH visina na hipotenuzu EF pravokutnog trokuta AEFC. Vrijedi
2Pgrc = |CE| - |CF| = |EF| - |CH|

Pa je zbog uvjeta zadatka
|CG|?> = |EF|- |CH| = 2|CG| - |CH|, azbog (1)

|CG|? = 2|CG| - |CH|, odnosno
|CG| = 2|CH|

Zbog zadnje relacije < HCG = 60° i < HGC = 30°, pa slijedi
1
< ACD =< GCE = 5(1800 —30%) =750
a =< CAD = 90°-< ACD =90° — 759 = 15°
B =90°—a=90°-15°=75°

g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.

1. RAZRED

Zadatak 4. Nadite sve parove cijelih brojeva a 1 b za koje vrijedi

7a + 14b = 5a® + 5ab + 5b>.

RJESENJE
JednadZbu napisSimo kao kvadratnu jednadZzbu po b:

5b% + (5a—14)b+5a* —7a =0,

¢ija su rjeSenja

(1)

_ 14—-5a +/(5a—14)2-20(5a%-7a) __ 14-5a 1+196-75a?
by, = 10 - 10 '

Da bi rjeSenja bile realna, mora biti 196 — 75a% > 0 tj.

2 L 196 o <2
a =75 |a|_5\/§.
14

14
—e g < —
Dakle, 5\/§_a_5\/§.
Buducéi da a mora biti cijeli broj, moze biti samo a € {—1,0,1}
(1) dobivamo:

Uvrstavanjem tih vrijednosti u
a=-1>= b1:3, b2€Z

10
2 a=0 = b;=0, b,¢Z
3° a=1 = b, =2, byeZ

Rjesenja dane jednadzbe su (a,b) € {(—1,3), (0,0), (1,2)}.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANIE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.

. RAZRED

2+mx

Zadatak 1. RijeSite jednadzbu 4xaresinx 4 gxarccosx — 375

RJESENJE:
D:xe[-1,1]
Kako za svako x € [—1, 1] vrijedi arcsinx + arccosx = g slijedi da je

2+mx
2,

T .
3 x(——arcsmx)
4_xarcsmx + 4_ 2 — 2

MnoZe¢i jednaZbu sa 4*27¢S?"* dobijemo
2
(4_xarcsinx)2 -2. 4xarcsinx . 2% + (zg) =0
2
(4xarcsinx _ 2%) =0
gxarcsinx _ 2% =0
22xarcsinx — 2%.

Slijedi da je

2xarcsinx = %x

odnosnox =0 V arcsinx = %

Znaci, rjeSenja su x € {O, g}

g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR
NATJECANIE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.

1. RAZRED

Zadatak 2. Dokazati da za svaki realan broj x vrijedi nejednakost

sin(cosx) < cos(sinx).

RJESENJE:

Neka x € [O,g) ,ineka je cosx = y.
Kako jesinz<zza 0<z<1,toje

sin(cosx) < cosx. 1)

Na intervalu [O, g) cosx je opadajuéa, pa iz sinx < x slijedi da je
cosx < cos(sinx). 2

1z (1) i (2) = sin(cosx) < cos(sinx), VxE€ [0, g)

Zax€ En] je sin(cosx) < 0 < cos(sinx), tj. nejednakost vrijedi.

S obzirom da su sin(cosx) i cos(sinx) parne funkcije, nejednakost vrijedi i na
intervalu [—m, 7], a kako su i periodi¢ne, s periodom 27 slijedi da nejednakost

vrijedi za Vx € R.

g.ed.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR
NATJECANIE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.

1. RAZRED

Zadatak 3. Oko kugle je opisan uspravni krnji stozac. Dokazati da je odnos volumena
kugle i stoSca jednak odnosu oploSja kugle i stosca.

RJESENJE:
Presjek danog krnjeg stoSca i ravnine koja prolazi kroz srediSta baza okomito na

njih je jednakokraéni trapez u koji moZemo upisati krug.

Neka su a i b redom polumjeri
vece i manje baze stoSca,ar
polumjer kugle upisane u stoZac.
Tada su osnovice trapeza 2a i 2b,
a visina 2r.

Kako je trapez tangentni, to je
duljina njegovog kraka a+b.

JEL N Primjenom Pitagorinog poucka
~ ]\ (a+b)* = (a—b)*+(2r)%
r? = ab.

_ 2r(a’+ab+b®)m

Volumen krnjeg stosca je Vg 3 ;

a kugle Vg =

te ie Vg a?+ab+b?
] Vg - 2ab '

PosSto je duljina kraka trapeza a + b, oplo§je stosca je
O = (az + b? + (a+b)(a+b))1t= 2(a® + ab + b)m,

a kugle O = 41?%m, te je omjer

Og _ a’+ab+b? _ Vs

OK 2ab VK.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR
NATJECANIE 1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017.

. RAZRED

Zadatak 4. Matematicar se izgubio u Sumi koja ima oblik beskona¢ne trake Sirine 1km.

Pokazati da matematic¢ar moZe izabrati takav nacin kretanja koji ¢e ga

izvesti iz Sume poslije najvie 2v/2km predenog puta.

RJESENJE:

Polazedi iz proizvoljne tocke A, matematicar se krece pravocrtno u proizvoljnom
smjeru V2 km, do neke tocke B, a zatim skrene pod pravim kutom i opet se krece
pravocrtno v2  km do neke tocke C.
Sad lako pokazujemo da bar jedna od tri to¢ke A,B,C nije u Sumi.
Pretpostavimo suprotno, tj. da se tocke A,B,C nalaze unutar trake Siroke 1km.
Povucemo visinu BB; iz vrha B pravokutnog trokuta. Njena duljina je 1km.
Promatrajmo okomicu iz B na granice trake. Neka ona sijece hipotenuzu AC u toc¢ki
B', a granicne pravce trake u tockama P i Q.
Tada je

1=|BB,| < |BB'| < |PQ|,
tj. 1 < |PQ|, sto je kontadikcija.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUDPERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017..

V. RAZRED

Zadatak 1 Za koje realne parametre a postoji kompleksan broj z takav da je

|z+\/f|=\/a2—3a+2 i |z+i\/i|<a ?

RJESENJE
Prema prvom uvjetu jea? —3a+2=>0tj. a<1 ili a>2,
prema drugom, a > 0. lzovadva uvjetaslijedi0 <a <1 ili a=>2.

2 o o
Jednakost |z + v2|" = a® — 3a + 2 zadovoljavaju svi kompleksni brojevi z = x + yi
.. 2
zakojeje (x++v2) +y?=a?—-3a+2.
Ovaj uvjet zadovoljavaju sve to¢ke kruZnice sa sredi§tem u (—v2,0) polumjera

va:—-3a+2.

Nejednakost |z + i\/§|2 < a? zadovoljavaju svi kompleksni brojevi
z = x + yi zakoje je
2+ (y+v2) <a?,
a to su svi kompleksni brojevi (strogo) unutar kruznice sa srediStem
u to¢ki (0, —v2) polumjera a
Udaljenost sredista je d = 2.
Kompleksan broj z koji zadovoljava uvjete zadatka, tj. leZi na prvoj i unutar druge

kruZnice postojat ¢e ako je udaljenost srediSta tih dviju kruZnica manja od zbroja
polumjera kruznica. Dakle,

2<vVa*-3a+2+a tj 2—a<Va*-3a+2.

Ako je a > 2, uvjet je ispunjen.

Slu¢aj a = 2 ne zadovoljava uvjet.

Ako je 0 < a < 1, onda nakon kvadriranja i sredivanja dobivamo a > 2, §to je
suprotno pretpostavci.

Prema tome, rjeSenje je a > 2.

g.e.d.



UDRUGA MATEMATICARA RUDERA BOSKOVICA MOSTAR

NATJECANJE I1Z MATEMATIKE UCENIKA SREDNJIH SKOLA U FBiH
Zepce, 8. travnja 2017..

V. RAZRED

Zadatak 2. Duljine stranica trokuta su tri uzastopna prirodna broja, a jedan od kutova
trokuta je dvaput veci od jednog od preostalih dvaju kutova. Odredi
duljine stranica trokuta.

RJESENJE:

Nekajea=n—1, b=n, c=n+1.Tada je a < f < y. Moguca su tri slu¢aja

1° B =2a
Koriste¢i poucak o sinusima i kosinusov pou¢ak dobivamo:
sin2a sinf b n b?+c?-a? n+4
cosa = ——=———=——= , cosa = =
2sina 2sina 2a 2(n-1) 2bc 2(n+1)
. v n n+4 . . I ca Y
1z jednadzbe = dobivamo n = 2. Stranice trokuta bi bile 1,2 i3, §to
2(n-1) 2(n+1)

nije mogucde.

20 y=2a
Sli¢no kao u prethodnom sluc¢aju dobili bismo:

sin2a siny n+1 b%+c*-a? n+4
cosag = -——=-—= , cosa = =

2sina 2sina 2(n-1) 2bc 2(n+1)

n+l _  n+t+4
2(n-1)  2(n+1)

Iz jednadZbe se dobiva n = 5 i duljine stranica trokuta su 4,5 i 6.

3° y=28

Ponavljanjem postupka iz prethodnih dvaju slu¢ajeva dobivamo
__sin2B _ siny _ n+1l _ a’+c?-b? _ n?+2

cosp = 2sibf  2sinf  2n ' cosp = 2ac 2(n%-1)

+1 242 .
1z jednadzbe nz - dobivamo kvadratnu jednadzbun? — 3n — 1 = 0 &ija su

n - 2(n2-1)

3+V13 L
su iracionalna.

rjeSenjamnq, =

Dakle, jedino rjesenje je trokut sa stranicama duljina 4,51 6..

g.e.d.
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Zadatak 3 Nekasu a i b realni brojevi ve¢i od 1 takvi da su brojevi log,a,
log,,(2a) i log,,(4a), u tom poretku, uzastopni ¢lanovi aritmeti¢kog niza.
Dokazi da su brojevi a i b jednaki.

RJESENJE

Cinjenicu da log,a, log,,(2a) ilog,,(4a) &ine aritmeticki niz moZemo zapisati kao:

1
log,,(2a) = 3 (logpa + logs,(4a))

log,y

Kako vrijedi log,y = logax dalje imamo
2

log,(2a) _logza N log,(4a)
log,(2b) log,b ' log,(4b)

1+logra log,a 2+log;a
1+log,b log,b 2+ log,b

Radi jednostavnijeg zapisa uvedimo supstituciju A = log,a, B = log-b.
Tada je
1+A A 2+A

1B B 2+B
Pomnozimo tu jednakost s B(1 + B)(2 + B) i sredimo:
2B(2+B)(1+A)=A(1+B)(2+B) + (2 +A)B(1 + B)
4B + 4AB + 2B* + 2AB* = 2A + 2AB + AB + AB* + 2B + 2B* + AB + AB?
Konac¢no dobivamo A = B,

tj. log,a =log,b pajea = b §to jeitrebalo dokazati.

g.e.d.
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Zadatak 4. Oko kugle je opisan uspravni krnji stoZac. Dokazati da je odnos volumena
kugle i stoSca jednak odnosu oplosja kugle i stoSca.

RJESENJE
Presjek danog krnjeg stoSca i ravnine koja prolazi kroz srediSta baza okomito na

njih je jednakokra¢ni trapez u koji moZemo upisati krug.

Neka su a i b redom polumjeri

vece i manje baze stoSca, ar

polumjer kugle upisane u stoZac.

Tada su osnovice trapeza 2a i 2b,

a visina 2r.

Kako je trapez tangentni, to je

duljina njegovog kraka a+b.

, Primjenom Pitagorinog poucka
~ N (a+ b)? = (a— b)? + (2r)?,

r? = ab.

. v . 2r(a?+ab+b%)m
Volumen krnjeg stoSca je Vg = %
arin

3 H

a kugle Vg =

te ie Vg a?+ab+b?
] Vg - 2ab '

PosSto je duljina kraka trapeza a + b, oplo§je stosca je
05 = (az + b% + (a+b)(a+b))n= 2(a®? + ab + b¥)m,

a kugle O = 41?%m, te je omjer

Og _ a’+ab+b? _ Vs

OK 2ab - VK.

g.e.d.



